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摘要 : 通过数学分析证明 , 在不计局部水头损失时 , 目前常用的几种简化刚性数学模型的最大气压计算结果相等 ,

并与管道内初始充水段长度无关。但算例表明 , 对于初始充水段较短或滞留气团体积很小情况 , 这些简化模型的计

算误差将达到不容忽视的程度 , 甚至导出错误结论。笔者导出的完整刚性数学模型 , 弥补了简化模型的不足 , 同时

指出了刚性模型的理论缺陷和适用条件。
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在水电站、泵站和城市供水等有压输水管道系统中 , 其凸起段、封闭端及放空检修段等部位常会滞留大体

积气团。当这种管道系统起动输水时 , 如果气团未能有效排出即会出现压力水流冲击滞留气团现象[1～3 ]。在这

种瞬变过程中 , 由于气团的压缩变形使得水流积聚了较大的冲量 , 管道系统内将会出现大幅值的压力波动 , 从

而导致管道爆破或锚固拉裂等事故[1 ]。

国内外学者对于“水流冲击管道内滞留气团”这一特殊瞬变流问题已进行过一些探索研究 , 但目前常用的

几种刚性数学模型均作了一定的简化。算例表明 , 对于管道内初始充水段较短或滞留气团体积很小情况 , 这些

简化模型的计算误差将达到不容忽视的程度 , 甚至导出错误结论。本文给出了该瞬变现象中气团、气2水交界
面及水流的瞬变控制方程 , 对比论证了水流瞬变控制方程不同形式数学模型的差异 , 导出了计入局部水头损

失、阀门开度和管道高程变化等因素的完整刚性数学模型 , 弥补了简化模型的不足 , 并通过算例分析 , 指出了

刚性模型的理论缺陷和适用条件。

1 　基本假定

本文各种数学模型采用了通常的如下基本假定[2 ,4 ] : ①刚性假定 , 即水体和管壁的弹性可忽略不计 ;

②管道全线等断面 , 且沿程摩阻系数不变 ; ③气2水交界面与管中心线垂直 , 管内水、气互不掺混 ; ④管道

全线完全密封 , 无漏水、漏气现象 ; ⑤在恒态和瞬态情况下 , 管内水流阻力特性不变 ; ⑥气团状态变化可由

理想气体状态方程描述 , 且多变指数 m为常数。

2 　数学模型及其求解

根据上述基本假定 , 管道内水流冲击滞留气团的任一瞬变状态始终由气团、气2水交界面及水流三部分的
瞬变状态所组成 , 其中 , 描述气团瞬变状态的控制方程即理想气体状态方程为

HaV
m
a = Ha0 Vm

a0　　或 　　HaL
m
a = Ha0 Lm

a0 (1)

式中　Ha、V a、L a分别为阀门开启后 t时刻气团的瞬态绝对压力 (以水柱高度表示 , 下同) 、体积和在管道内的长
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图 1　含滞留气团的有压管道系统示意图

Fig11 A pressurized pipe system containing trapped air mass

度 ; m是理想气体的多变指数 ; Ha0、V a0、L a0分别为 Ha、V a、

L a 在初始状态的值 , 其中 , L a0 = L a + x , 这里 x为 t时刻管道

内充水段增长段的瞬态长度 (图 1) 。

描述气2水交界面瞬变状态的控制方程即交界面两侧的
流量连续方程和压力平衡方程为

dV a

d t
= - Q　　或 　　

dL a

d t
= - U (2)

Hwc = Ha + Zc (3)

式中　Q、U分别为阀门开启后 t 时刻水流的瞬态流量和流

速 ; t为时间变量 ; Hwc、Zc分别为气2水交界面处的水压力和管中心高程 ; 其它符号意义同前。

描述管道内水流瞬变状态的控制方程 , 在假定条件和简化处理情况不同时 , 有不同的形式。当忽略水体和

管壁弹性即基于刚性水锤理论时 , 可导出其“刚性数学模型”; 当计入水体和管壁弹性即基于弹性水锤理论时 ,

可导出其“弹性数学模型”。本文只讨论不同形式的刚性数学模型。

211 　简化刚性数学模型

在刚性假定条件下 , 描述水流瞬变状态的控制方程为全微分形式的水流运动方程 , 目前常用的有以下两种

简化形式[2～4 ] , 本文分别称之为模型Ⅰ、模型Ⅱ。其简化处理为 : ①管道平直布置 , 并取管中心为基准高程 ,

即 Zc≡0 ; ②阀门瞬间开启 , 并忽略阀门全开时水头损失。即

　　模型 Ⅰ:
Lw

g
d U
d t

= Hu - Ha - αU | U | (4)

　　模型 Ⅱ:
L x

g
d U
d t

= Hu - Ha -
f L x

2gD
U | U | -

U2

2g
(5)

式中　Hu为以绝对压力表示的水库水位 , Hu = H’u + Hatm , 其中 H’u为水库水深 ; Hatm为当地大气压 ; Lw 为初

始状态充水段长度 ; L x为阀门瞬间开启后 t时刻充水段的瞬态长度 , L x = Lw + x , (图 1) ; D为管道直径 ; α为

初始充水管段的总水头损失系数 ; f 为管道沿程 Darcy2Weisbach摩阻系数 ; g为重力加速度。

当α取值不同时 , 模型Ⅰ可改写为以下两种不同的形式 , 分别称之为模型Ⅰa、模型Ⅰb。

　　模型 Ⅰa :
Lw

g
d U
d t

= Uu - Ha -
f Lw

2gD
U | U | (6)

　　模型 Ⅰb :
Lw

g
d U
d t

= Hu - Ha -
f Lw

D
+ξj1

U | U |
2g

(7)

式中　ξj1为管道进口局部水头损失系数。当 U≥0时 , ξj1 = 011～015 ; 当 U < 0时 , ξj1 = 110。

比较式 (4)～式 (7)可见 ,模型Ⅰa、Ⅰb相对于模型Ⅱ忽略了管道进口动能项和充水段瞬态增长段 x 内的水

流运动惯性及水头损失 , 而模型Ⅰa、Ⅱ相对于模型Ⅰb忽略了管道进口的局部水头损失。即模型Ⅰa、Ⅰb和Ⅱ

三者之间在简化处理的物理意义上存在很大差异。

212 　模型Ⅱ和Ⅰa的最大气压 Hamax计算结果均与初始充水段长度 Lw 无关

将d U
d t

=
d2 x
d t2 = U

d U
d x
代入模型Ⅱ的式 (5) ,并取积分后可得

∫
U

0
( Lw + x) Ud U +∫

x

0

f ( Lw + x)

2 D
U | U | d x +∫

x

0

U2

2
d x =∫

x

0
g ( Hu - Ha) d x (8)

由于 ∫
U

0
xUd U = x

U2

2

( x ; U)

( x = 0 ; U = 0)
-∫

x

0

U2

2
d x , 因此式 (8) 可改写为

( Lw + x)
U2

2
+∫

x

0

f ( Lw + x)

2 D
U | U | d x =∫

x

0
g ( Hu - Ha) d x (9)
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式 (9)右边项仅与 x有关 , 因此 , 当令 f = 0时 , 对于任意两个 Lw1、Lw2 , 下式成立

( Lw1 + x) U2
1 = ( Lw2 + x) U2

2 (10)

从而可得

U1 = U2
( Lw2 + x)

( Lw1 + x)
　　或 　　

U1

U2
=

( Lw2 + x)

( Lw1 + x)
(11)

式中　U1、U2分别是初始充水段长度为 Lw1、Lw2时的水流运动到 x处的流速。

式 (11)是在 f = 0的特例情况导出的 , 当 f > 0时 , 将式 (11)代入式 (9)验证可知 , 对于任意 f 值 , 式 (11)是恒

等式。值得注意的是 , 上述式 (8)～式 (11)中的 U是以位置 x坐标描述的 , 而不是以时间 t坐标描述的。

同理 , 模型Ⅰa的式 (6)可改写成与式 (9)相同的形式 ,即

Lw
U2

2
+∫

x

0

f Lw

2 D
U | U | d x =∫

x

0
g ( Hu - Ha) d x (12)

　　并可得 U1 = U2
Lw2

Lw1
　　或 　　

U1

U2
=

Lw2

Lw1
(13)

根据式 (11) 、式 (13)可分别证明 , 由模型Ⅱ和Ⅰa求出的气团最大瞬态压力 Hamax均与管内初始充水段长度

Lw 无关。首先 , 设对应于 Lw1、Lw2两种情况 , 水流运动到极限长度位置 (此时 U = 0)的 x值分别为 xmax1和 xmax2 ,

对应的气团最大瞬态压力分别为 Hamax1和 Hamax2。而由式 (11)或式 (13)知 , 当 x = xmax1时 , 有 U1 = 0 , 则必有 U2

= 0 ; 而当 x = xmax2时 , 有 U2 = 0 , 应也有 U1 = 0。显然 , 满足该条件的只能是 xmax1 = xmax2 , 代入式 (1)可得

Hamax1 = Hamax2 , 得证。

213 　模型Ⅱ和Ⅰa的最大气压 Hamax计算结果相等

设由模型Ⅱ和Ⅰa求出的气团最大瞬态压力分别为 HamaxA和 HamaxB , 对应的水流运动极限长度分别为 xmaxA

和 xmaxB , 此时流速 UA = UB = 0 , 时间 t 分别为 tmA和 tmB。将该极限状态参数直接代入式 (5)和式 (6) , 并注意

到 ,
d U
d t

=
d2 x
d t2 = U

d U
d x

, 可得

( Lw + x)
d U2

A

d x x = x
maxA

= 2g ( Hu - HamaxA) (14)

Lw
d U2

B

d x x = x
maxB

= 2g ( Hu - HamaxB ) (15)

由式 (14) 、式 (15)知 , 如要证明 HamaxA = HamaxB , 即需证明该两式的左边项相等。根据上节证明知 , HamaxA和

HamaxB均与Lw值无关 , 且 UA、UB 分别满足式 (11) 、式 (13) 。因此可令 : 式 (11)中 Lw1 = Lw - x , Lw2 = Lw , 代入

式 (10) , 并将其中 U1、U2分别改写为 UA1、UA , 即得

LwU2
A1 = ( Lw + x) U2

A (16)

同理令 : 式 (13)中 Lw1 = Lw + x , Lw2 = Lw , 并将其中 U1、U2分别改写为 UB1、UB , 可得

( Lw + x) U2
B1 = LwU2

B (17)

将式 (16)代入式 (9)可将其转换成式 (12) , 而将式 (17)代入式 (12)可将其转换成式 (9) 。因此 , 在式 (16) 、

式 (17)成立的条件下 , 式 (9)与式 (12)等效 , 即模型Ⅱ和Ⅰa 在 x 坐标下等效。则式 (16)中的 UA1 = UB , 式 (17)

中的 UB1 = UA , 由此 , 将式 (16) 、式 (17)分别对 x 求导整理后 , 代入式 (14) 、式 (15) , 可证得 : HamaxA = HamaxB ,

xmaxA = xmaxB。

根据式 (11) 、式 (13)知 , 对于模型Ⅱ和Ⅰa , 当 Lw 值不同时 ,气2水交界面运动到同一 x处的 U、t值均不相

同 , 因此由模型Ⅱ和Ⅰa求出的 Hamax的发生时间不同 , 即 tmA ≠tmB。
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214 　完整刚性数学模型

在刚性假定条件下 , 可导出计入局部水头损失、阀门开度和管道高程变化等因素的完整的水流瞬变状态控

制方程

L x

g
d U
d t

= Hu - ΔHV - ( Ha + Zc) -
f L x

D
+ξj

U | U |
2g

-
U2

2g
(18)

式中　ΔHV 为阀门水头损失 , ΔHV =ξvU | U | / 2g , 其中ξv 为水头损失系数 , 当阀门过流特性和开启规律给定

时 , ξv即为时间 t 的单调连续函数 , 可写成ξv =ξv ( t) ; Zc是气2水交界面处的管中心高程 , 是关于 L x的连续函

数 , 即 Zc = Zc ( L x) ;ξj 是管内水流局部水头损失系数总和 , 是关于 L x 的阶梯型函数 , 即ξj =ξj ( L x) 。因此 ,

式 (18)可改写成如下形式 , 现称之为模型Ⅲ。

模型Ⅲ:
L x

g
d U
d t

= Hu - Ha - Zc ( L x) -
f L x

D
+ξj ( L x) +ξv ( t)

U| U|
2g

-
U2

2g
(19)

对于简单平直管道系统 ( Zc ≡0 ,ξj =ξj1) , 当假定阀门瞬间开启 , 并忽略其全开时的局部水头损失 (ξv ≡0)

时 , 式 (19)的简化形式 (称之为模型Ⅲa)为

模型Ⅲa :
L x

g
d U
d t

= Hu - Ha -
f L x

D
+ξj1

U| U|
2g

-
U2

2g
(20)

比较式 (5) 、式 (20)可见 ,模型Ⅲa比模型Ⅱ增加计入了管道进口的局部水头损失项。

215 　刚性数学模型的求解

由图 1可得 : L x = Lw + x = Lw + L a0 - L a , 将该式及式 (1)代入式 (4)～式 (7) 、式 (19) 、式 (20) , 可把各模型

整理成d U
d t

= <( U , L a)形式 , 这里 <是未知量U、L a的函数。然后将其与式 (2)联列 , 利用四阶隆格库塔法积分 ,

即可求出任意 t 时刻的解。其初始条件是 : t = 0、U = 0、L a = L a0。

3 　算　　例

图 2　算例计算结果 , Ha、U、La的瞬变过程

　Fig12 Calculated results of the example : Ha、U、La tran2

sients

如图 1所示 , 本算例基本参数为 : Hu = H’u + Hatm = 31 +

10133 = 41133 m , Lw = 100 m , D = 013 m , f = 0102 ,ξj1 = 015 ( U

≥0) , 1 ( U < 0) ,阀门型式为球阀 , 线性开启 , 总时间为 Ts =

110 s , L a0 = 15 m , Ha0 = 10133 m , m = 114 , g = 9181。其计算

结果见图 2和表 1中第 4行数据。

基于上述算例基本参数 , 针对各种刚性数学模型分别进

行 Lw、L a0不同取值的比较计算。其中除模型Ⅲ外 , 对于其

它各模型 , 阀门按瞬间开启处理 , 并忽略阀门全开时的局部

水头损失。

情况 1 , 取 Lw = 310 , 715 , 30 , 100 , 1 000 , 10 000 m时 ,

计算结果见表 1。

情况 2 , 取 Hu = 134133 m , L a0 = 0101 , 011 , 110 , 10 ,

50 , 500 m时 , 计算结果见表 2。
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表 1　改变 Lw取值的比较计算成果( L a0 = 15 m, Hu = 41133 m)

Table 1 Comparison between results of various Lw cases( L a0 = 15 m, Hu = 41133 m)

Lw/ m
Hamax(m) / tm (s) 的计算成果

模型Ⅰa 模型Ⅰb 模型Ⅱ 模型Ⅲa 模型Ⅲ ( Ts = 110 s)

310
715
30
100

1 000
10 000

150130/ 01643
150127/ 11016
150129/ 21033
150128/ 31711
150131/ 11174
150127/ 37111

87163/ 01743
113199/ 11083
138166/ 21066
146158/ 31730
149197/ 11174
150123/ 37111

150130/ 11045
150127/ 11320
150129/ 21207
150128/ 31811
150132/ 11177
150127/ 37112

120144/ 11123
128153/ 11377
140181/ 21240
146184/ 31830
149198/ 11177
150123/ 37112

101190/ 11497
114103/ 11637
136135/ 21315
145158/ 31845
149184/ 11178
150121/ 37112

表 2　改变 L a0取值的比较计算成果( Lw = 100 m, Hu = 134133 m)
Table 2 Comparison between results of various L a0 cases( Lw = 100 m, Hu = 134133 m)

L a0/ m
Hamax(m) / tm (s)的计算成果

模型Ⅰa 模型Ⅰb 模型Ⅱ 模型Ⅲa 模型Ⅲ( Ts = 110 s)

0101
011
110
1010
5010
50010

5 922136/ 01042 1
5 887173/ 01133 3
5 493123/ 01423 9
3 012190/ 11418
691169/ 31928
170143/ 28145

5 922100/ 01042 1
5 885103/ 01133 3
5 462157/ 01424 1
2 883121/ 11424
640159/ 31995
167182/ 29138

5 922138/ 01042 1
5 887173/ 01133 3
5 493120/ 01424 6
3 012187/ 11443
691168/ 41308
170144/ 50188

5 922112/ 01042 1
5 886193/ 01133 3
5 463163/ 01424 8
2 890149/ 11450
652143/ 41371
169189/ 51145

4 014180/ 01045 6
4 907192/ 01141 6
4 880108/ 01441 7
2 803160/ 11479
639125/ 41422
169170/ 51168

4 　算例成果分析及结论

(1) 理论分析和算例验证表明 , 在不计局部水头损失时 , 简化模型Ⅰa 和 Ⅱ的最大气压 Hamax计算结果相

等 , 并与管道内初始充水段长度 Lw 无关。但两者 Hamax的发生时间 tm 不同 , 其差值Δtm 随 Lw 的增大而减小、

随 L a0的增大而增大。

(2) 模型Ⅰa和Ⅱ在简化处理的物理意义上有很大差异 , 但当证得其 Hamax与 Lw 无关时可得以统一。即将

管进口边界视为“动边界”, 其移动速度为 d x/ d t = U , 当取移动方向与 U 同向时 , 可将模型 Ⅱ转化为模型

Ⅰa ; 反之可将模型Ⅰa转化为模型Ⅱ。即在求解 Hamax时模型Ⅱ、Ⅰa等效。

(3) 当 Lw 较小时 , 如不计进口水头损失 , 其 Hamax计算误差可能很大 , 只有当 f Lw/ D远大于ξj1时该误差

才可忽略。模型Ⅰb虽计入了进口水头损失 , 但其对应的沿程损失项和惯性项简化不当 , 因此也存在较大的误

差。本文导出的完整模型Ⅲ及其Ⅲa有效地弥补了简化模型Ⅰ和Ⅱ的该项缺陷。

(4) 当 Lw 较大但L a0很小时 , Hamax的发生时间 tm 很小 , 此时简化模型关于阀门瞬间开启的假定可能导致

Hamax计算误差很大 , 该误差随 Hu增大而增大。本文模型Ⅲ可避免此项误差。

(5) 当 Lw 很大时 , 各种刚性模型的 Hamax计算结果非常相近。但此时如果气团体积相对较小 , 则“刚性假

定”本身的理论缺陷 , 将可能导致 Hamax计算结果出现较大的误差。

(6) 综上分析可知 , 刚性数学模型的适用条件是 : 水体和管壁的弹性可忽略 , 即其 Hamax的发生时间 tm 远

大于水锤波在管内充水段往返传播的时间 tr (可约取 tm ≥10 tr) 。对于简化刚性模型还应满足 : ①管道进口及全

线的局部水头损失均可忽略 (可取 fLw/ D≥20ξj) ; ②阀门开度变化的影响可忽略 , 即 Hamax的发生时间 tm 远大

于阀门总开启时间 Ts (可取 tm ≥5 Ts) 。
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Rigid model for transient flow in pressurized pipe

system containing trapped air mass
Ξ

LIU De2you , SUO Li2sheng

( College of Water Conservancy & Hydroelectric Engineering , Hohai University , Nanjing 210098 , China)

Abstract : The mathematical analysis shows that , with disregarding local head losses and by means of different simplified rigid

models , the calculated results of the maximum pressure in a pressurized pipe system containing trapped air mass are equal to

and independent of the initial length of the water2column1 However , the calculation examples in this paper indicate that , if the

initial water2column length is relatively short or the volume of the trapped gas is very small , the calculation error may be signif2
icant and even leads to a false conclusion1Therefore a complete rigid model is then presented in this paper , along with its theo2
retical limitation and suitable application terms1

Key words : pipe ;transient flow ; trapped air mass ; water hammer ; rigid model
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