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摘要 : 采用 Von Mises 分布拟合年最大洪水发生时间的概率分布 , 采用皮尔逊 III型分布拟合年最大洪水量级的概率

分布 , 选用能够较好反映年最大洪水发生时间和量级之间相关结构的 Gumbel Archimedean Copula 函数 , 建立两变量

联合分布 , 并定义和分析条件频率、联合频率和两变量重现期。实例分析表明年最大洪水的两变量分布拟合较好 ,

可挖掘更多信息 , 为洪水设计分析提供了一条新的途径。
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洪水资源化或者洪水资源利用通过合理配置洪水资源 , 在保障防洪安全的同时 , 努力增加水资源的有效供

给 , 维系良好生态 , 为全面建设小康社会提供有力的防洪抗旱支撑[1 ] 。利用汛限水位调控洪水资源是洪水资源

利用的重要技术手段之一。研究年最大洪水在一年中的发生时间和量级的分布 , 可为汛限水位的制定和优化提

供依据。但是现行洪水频率分析都只涉及年最大洪水系列量级的分布类型和参数估计方法 , 未曾考虑年最大洪

水发生时间。因此 , 如何能够同时考虑年最大洪水发生时间和量级这两个因子 , 进行联合频率分析 , 是一个值

得探讨的新课题。目前 , 水文多变量分布研究已经逐渐引起人们越来越多的兴趣[2～5 ] 。Copula 函数可以用来描

述水文变量之间的相关性结构 , 能够灵活地构造边缘分布为任意分布的水文变量联合分布[6～8 ] 。本文基于

Gumbel Archimedean Copula[9 ,10 ]建立了年最大洪水发生时间和量级的两变量分布 , 首次采用 Von Mises 分布[11 ]拟

合年最大洪水发生时间的概率分布 , 采用皮尔逊 Ⅲ型 (P2Ⅲ)分布[12 ]拟合年最大洪水量级的概率分布 , 并定义和

分析两变量分布的重现期。通过实例分析 , 研究探讨年最大洪水发生时间和量级的两变量联合分布的实用性。

1 　年最大洪水分布

111 　年最大洪水发生时间分布

将洪水发生时间看作具有周期性变化的矢量 , 通过三角函数变换 , 使原始数据成为线性资料 , 然后计算矢

量特征值即平均角和集中度 , 并设洪水发生时间服从 Von Mises 分布[11 ] 。

(1) 平均角和集中度

设计算期内总天数为 L , 第 i 个洪水样本的发生时间为 Di (d) , 令

a
-

= 6
N

i =1
cos x i/ N 　　　　�b = 6

N

i = 1
sin x i/ N (1)

式中 　N 为样本容量 ; xi = Di
2π
L
为第 i 个洪水的发生时间 (弧度) , 0 ≤xi ≤2π。

计算期发生洪水的平均角μ和集中度 r 分别为
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r = a
- 2 + �b2 　　　　　0 ≤ r ≤1 (3)

(2) Von Mises 分布

设洪水发生时间随机变量 X 服从 Von Mises 分布 , 则其密度函数为

f ( x) =
exp [ kcos ( x - μ) ]

2πI0 ( k)
　　　　0 ≤ x ≤2π,0 ≤μ ≤2π, k > 0 (4)

式中 　μ为位置参数 (平均角) ; 集中度 r = A ( k) , 尺度参数 k = A - 1 ( r) , 可根据函数 A 的逆函数查表求得[11 ]。

I0 ( k) 为第一类 0 阶变型 Bessel 函数。

112 　年最大洪水量级分布

P2Ⅲ分布[12 ]广泛应用于水文频率分析中。设年最大洪水 (如洪峰、几日洪量) 量级随机变量 Y 服从 P2Ⅲ分

布 , 其概率密度函数为

f ( y) =
βα

Γ(α)
( y - δ)α- 1exp [ - β( y - δ) ] 　　α > 0 ,β > 0 ,δ ≤ y < + ∞ (5)

式中 　α、β和δ分别为 P2Ⅲ分布的形状、尺度和位置参数 ;Γ(·) 为伽玛函数。

113 　年最大洪水两变量分布

Gumbel Archimedean Copula 是极值型的 Copula 函数 , 适合描述水文极值变量的相关结构[8～10 ] , 数学表达式为

C( u , v) = exp{ - [ ( - ln u)θ + ( - ln v)θ]} 1/θ　　　θ≥1 (6)

式中 　u、v 为随机变量 ; θ= 1/ (1 - τ) , τ为变量 u、v 的 Kendall 相关系数 ; 当θ= 1 时 , 变量 u、v 相互独立 ,

C ( u , v) = u v。

设 F( x , y) 为变量 X 和 Y 的联合分布函数 , 则

F( x , y) = C ( FX ( x) , FY ( y) ) = exp{ - [ ( - ln FX ( x) )θ + ( - ln FY ( y) )θ]1/θ} 　　　θ≥1 (7)

式中 　FX ( x) =∫
x

0
f X ( x) d x ; FY ( y) =∫

y

δ
f Y ( y) d x。f X ( x) 和 f Y ( y) 分别为 X 和 Y 的概率密度函数 , FX ( x) 为

Von Mises 分布函数 , FY ( y) 为 P2Ⅲ分布函数。

F( x , y) = P( X < x , Y < y) 的物理意义为年最大洪水发生在时间 x 前 , 且其量级小于 y 的概率 , 其重现期

为年。

给定 X > x 时 , Y 的条件分布函数为

F( y | X > x) = P( Y ≤ y | X > x) =
P( X > x , Y ≤ y)

P( X > x)
=

FY ( y) - F( x , y)

1 - FX ( x)
(8)

同理可得 Y > y 时 , X 的条件分布函数为

F( x | Y > y) = P( X ≤ x | Y > y) =
P( X ≤ x , Y > y)

P( Y > y)
=

FX ( x) - F( x , y)

1 - FY ( y)
(9)

2 　两变量分布的重现期

定义变量 X 和 Y 的联合重现期 To 为

To ( x , y) =
1

P( X > x or Y > y)
=

1
1 - F( x , y)

(10)
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根据联合分布函数 F( x , y) 、边缘分布函数 FX ( x) 和 FY ( y) , 定义另一种联合重现期 Ta 为

Ta ( x , y) =
1

P( X > x , Y > y)
=

1
1 - FX ( x) - FY ( y) + F( x , y)

(11)

单变量重现期为 T ( x) =
1

1 - FX ( x)
　　　T ( y) =

1
1 - FY ( y)

(12)

则有 To ( x , y) ≤min ( T ( x) , T ( y) ) ≤max( T ( x) , T ( y) ) ≤Ta ( x , y) (13)

3 　实例计算分析

清江隔河岩水库流域控制面积 17 000 km2 , 多年 (1951 - 2005 年) 日平均流量 393 m3/ s , 资料长度 N = 55 年 ,

选取汛期 5 月 1 日～9 月 30 日 (总天数 L = 153 d) 的日流量资料进行年最大洪水取样 (洪峰及其发生日期) 两变量

分布计算 , 年最大洪水洪峰及其发生时间的分布参数列于表 1。
表 1 　各分布函数的参数

Table 1 Estimated parameters of different distribution functions

Von Mises 分布 P2Ⅲ分布 两变量联合分布
μ r k α β δ Kendallτ θ

21535 01443 11000 31916 01001 1 029 01228 11296

311 　拟合效果

采用 Gringorten 公式分别计算年最大洪水发生时间 X、量级 Y 的经验频率[13 ] 。设 ( x1 , y1) , ( x2 , y2) , ⋯,

( xN , yN) 为联合观测值组合 , 将这些组合按照变量 X 值的升序排列 , 通过计算 xj ≤xi , yj ≤y i , i , j = 1 , 2 , ⋯,

N 的 ( xj , yj) 的个数 , 按下式得到 ( xi , yi) 的联合经验频率[14 ] :

H( xi , yi) = P( X ≤ x i , Y ≤ yi) =
mi - 0144
N + 0112

(14)

式中 　mi 为联合观测值样本中满足 ( xj ≤xi , yj ≤yi) 的联合观测值的个数 ; N 为样本容量。

图 1 给出了年最大洪水发生时间的经验点据和边缘分布的理论频率曲线 , 可见曲线与经验点据拟合较好。

从图 1 可知当纵坐标 x = 0 (对应于汛期开始日期 5 月 1 日) 时 , 横坐标 P = PX ( X > x) = 1 , 说明年最大洪水发生

在 5 月 1 日之后的概率为 1 ; 当纵坐标 x = 2π≈61283 (对应于汛期结束日期 9 月 30 日) 时 , 横坐标 P = PX ( X > x)

= 0 , 说明年最大洪水发生在 9 月 30 日之后的概率为 0 , 频率曲线呈现两段有限的走势。图 2 给出了年最大洪水

发生量级的经验点据和边缘分布的理论频率曲线 , 可以看出两者拟合较好。

图 2 　年最大洪水量级 Y 分布曲线

Fig12 Frequency curve of AM flood magnitudes

图 1 　年最大洪水发生时间 X 分布曲线

Fig11 Frequency curve of AM flood occurrence dates

在求出联合经验频率和理论分布值后 , 将理论分布值按升序排列 , 相对应的联合经验频率值的排序也随之
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改变。图 3 给出了顺序统计量 X 和 Y 的联合经验点据和理论分布曲线的拟合图 , 可以看出两者拟合得较好。

将联合经验频率和理论分布值绘成散点图如图 4 所示 , 可见点据都落在 45°对角线附近 , 相关系数为 01995 , 因

此所采用的理论联合分布是合理的。

图 4 　X 和 Y 的联合经验频率和理论分布的 P2P图

Fig14 P2P plot of empirical and theoretical probabilities of the ob2
served combinations of X and Y

图 3 　X 和 Y 的联合经验点据和理论分布曲线

Fig13 Comparison of empirical and theoretical probabilities of the

observed combinations of X and Y

为检验洪水频率曲线的拟合效果 , 采用平均偏差 Bias 和均方误差 RMS E 作为拟合优度指标 , 计算公式如下

Bias =
1
N 6

N

i = 1

( z
∧

i - zi) / zi (15)

RMS E =
1
N 6

N

i = 1

z
∧

i - zi

zi

2

(16)

式中 　z
∧

i 和 zi 分别为变量的估计值和实测值 , i = 1 , 2 , ⋯, N 。

采用χ2 检验统计量检验分布的可行性 , 计算公式如下

χ2 = 6
N

i = 1

( oi - ei)
2/ ei (17)

式中 　oi 和 ei 分别为变量的经验频率和估计频率 , i = 1 , 2 , ⋯, N 。

拟合优度指标和χ2 检验统计量计算结果见表 2。从表中可以看出 , Bias 和 RMS E 值都较小 , 说明单变量分

布对经验点据的拟合效果较好。在显著性水平 01005 下 , Von Mises 分布、P2Ⅲ分布和两变量联合分布都通过了

χ2 检验。例如 Von Mises 分布的χ2 = 41400 <χ2
1 - 01005 (55 - 6 - 1) =χ2

01995 (48) = 761969。

表 2 　拟合优度指标和χ2 检验统计量

Table 2 Goodness of fit andχ2 test statistics

指　　标 Bias RMS E χ2 参数个数 c χ2
01995 ( N - c - 1)

Von Mises 分布 - 41378 01982 01253 2 821001
P2Ⅲ分布 　01254 01327 01903 3 801747

两变量分布 41400 6 761969

312 　条件频率

表 3 列出了各频率 p 下 X 的条件频率 P( X > xp| Y > y1 %) , 可知在年最大洪水发生量级 Y > y1 %的条件下 ,

此年最大洪水发生日期在 5 月 27 日之后的概率为 98145 % , 进一步可推知此年最大洪水发生日期在 5 月 27 日～

9 月 25 日之间的概率为 98145 % - 29186 % = 68159 % , 发生在 7 月 18 日～29 日之间的概率为 81116 % - 75129 %

= 5187 %。图 5 和图 6 分别给出了 X 的条件频率 P( X > x| Y > y) 曲线、Y 的条件频率 P ( Y > y | X > x) 曲线 , 其

中虚线分别是 X、Y 的单变量频率曲线。
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表 3 　各频率 p 下 X的条件频率 P ( X > xp| Y> y1 %)

Table 3 Conditional probabilities of P ( X > xp| Y> y1 %)

频率 p/ % 0101 011 1 10 20 30 40 50 70 90 99
xp/ rad 6128 6127 6109 4148 3171 3127 2192 2162 2102 1111 0117

xp 对应的日期 9 月 29 日 9 月 28 日 9 月 25 日 8 月 17 日 7 月 29 日 7 月 18 日 7 月 10 日 7 月 2 日 6 月 18 日 5 月 27 日 5 月 4 日
P( X > xp| Y > y1 %) / % 0184 6117 29186 65142 75129 81116 85147 88193 94136 98145 99187

图 6 　Y 的条件频率 P( Y > y| X > x) 曲线

Fig16 Conditional probability of Y , P ( Y > y| X > x)

图 5 　X 的条件频率 P( X > x| Y > y) 曲线

Fig15 Conditional probability of X , P( X > x| Y > y)

313 　联合重现期

根据年最大洪水发生时间 X 和量级 Y 的边缘分布 , 可以推求各种 X 和 Y 组合的 To (或 Ta) 以及给定 To (或

Ta) 下可能的 X 和 Y 组合。本文计算给定频率 p 的设计值 xp、yp , 然后计算 ( xp , yp) 的联合重现期 To ( xp , yp) 和

Ta ( xp , yp) 。表 4 给出了计算结果以及 xp 对应的日期 , 可知 To ( x10 % , y10 %) = 6 年 , 即在 8 月 17 日后发生年最

大洪水或者发生量级 Y > y10 % = 8 260 m3/ s 的年最大洪水的联合重现期是 6 年 ; Ta ( x10 % , y10 %) = 28 年 , 即在 8

月 17 日后发生量级 Y > y10 % = 8 260 m3/ s 的年最大洪水的联合重现期是 28 年。
表 4 　联合重现期 To ( xp , yp) 和 Ta ( xp , yp)

Table 4 Joint return period To ( xp , yp) and Ta ( xp , yp)

频率 p/ % T =
1
p

/ a xp/ rad xp 对应的日期 yp/ (m3·s - 1) To/ a Ta/ a

1 100 6109 9 月 25 日 11 939 59 335
10 10 4148 8 月 17 日 8 260 6 28
20 5 3171 7 月 29 日 6 987 3 12
50 2 2162 7 月 2 日 4 979 1 3

4 　结　　论

本文假设年最大洪水发生时间服从 Von Mises 分布、年最大洪水量级服从 P2Ⅲ分布 , 选用能够较好反映年

最大洪水发生时间和量级之间相关结构的 Gumbel Archimedean Copula 函数 , 建立了两变量联合分布。两变量联

合分布的物理意义为年最大洪水发生在某时间前且其量级小于某值的概率 , 其重现期为年。通过实例分析 , 研

究探讨了两变量联合分布的实用性。结论如下 :

(1) 拟合优度指标和χ2 检验统计量表明 Von Mises 分布能较好地拟合年最大洪水发生时间。
(2) P2P 图和χ2 检验都表明年最大洪水发生时间和量级服从两变量联合分布。

(3) 从两变量联合分布可以推知年最大洪水发生时间 (或量级)的条件分布 , 可以获得年最大洪水发生时间

和量级的各种组合的联合概率和联合重现期。
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从两变量联合分布可以知道年最大洪水发生时间和量级的概率分布 , 可为水库洪水调度提供信息 , 比如在

水库汛限水位优化设计中 , 可将汛限水位作为年最大洪水发生时间和量级的函数 , 这不同于以往的研究思维 ,

为洪水设计分析开辟了一条新的途径。
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Annual maximum flood occurrence dates and magnitudes frequency analysis

based on bivariate joint distribution
Ξ

FANG Bin1 ,2 , GUO Sheng2lian1 , XIAO Yi1 , LIU Pan1 , WU Jian3

(11State Key Laboratory of Water Resources and Hydropower Engineering Science , Wuhan University , Wuhan 430072 , China ;

21 Power Dispatching and Communication Center of China Southern Power Grid , Guangzhou 510623 , China ;

31 Yellow River Engineering Consulting Co. , Ltd1 , Zhengzhou 450000 , China)

Abstract : Annual maximum flood occurrence dates and magnitudes both can provide important information for the hydraulic

engineering design and the reservoir operation1 The existing literatures only consider the distribution of flood magnitudes , but

ignors the flood occurrence dates1 In this paper , Von Mises distribution and Pearson Type III distribution are used to describe

the occurrence dates and magnitudes of annual maximum flood respectively1 A bivariate joint distribution with Von Mises distri2
bution and Pearson Type III distribution margins is developed based on the Gumbel Archimedean Copula and used to describe

the annual maximum flood series1 The approaches for calculating conditional probability , joint probability and bivariate return

period are presented1 Case study shows that the bivariate joint distribution can fit both occurrence dates and magnitudes of an2
nual maximum flood series well1 It can mine more flood information and provide a new way for flood frequency analysis1

Key words : annual maximum flood ; bivariate joint distribution ; occurrence dates ; magnitudes ; Copula function
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