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水库调洪演算的随机数学模型

姜 树 海

�甫京水利科学研究院水工研究所 南京 � � �叮� �

提要 似介于微分方程和概率论 之间的边缘数学分支随机微分方程的数学模型
,

对水库调洪过程中

的随机 现象和规律进行数学描述和分析
,

试图全面正 确地综合各种不确定性因素对库水位随机过程 的影

响
�

根据水库蓄洪量其有 �
,

�� �� 过程特性 的分析
,

推导 了带有随机输入项和随机初始条件的调洪演算

� � 方程
。

在此基 础上
,

运用�� �� ��
一

�� ��  ! 向前方程
,

求介了调洪过程库水位 的概率密度分布
。

计算成

果表明
,

运用随机微分方程进行水库 的调拱演算
,

有利于正确分析水库调洪的随机过程和进一步开展水

库世拱风险分析
�

关键饲 水库调洪演算 随机微分方程 泄洪风险分析

前
� 口��

�刁

水库调洪演算的任务
,

就是根据拟定的设计洪水过程线
、

泄洪建筑物的泄流能力曲线及

水位库容关系曲线等基本资料
,

按确定的防洪调度规则
,

采用适当的计算方法
,

求出库水位

和下泄流量的变化过程线
。

显然
,

在调洪过程中
,

存在着许多难 以预料和控制的不确定性因

素
。

如
,

入库洪水过程的不确定性
、

出库泄洪能力过程的不确定性
、

水位库容关系的不确定

性和防洪起调 限制水位等调度规则的不确定性
。

正是这些流动运行条件不确定性的影响
,

导

致了库水位和下泄流量过程的随机性
。

但是
,

传统的调洪演算方法不能考虑过程的 随 机性
,

从而使设计者难以准确评估泄洪建筑物设计规模和防洪调度规则的合理性
,

难 以进行水库泄

洪风险的分析
。

如何对实际调洪过程更加精确的描述
,

这就要考虑各种随机因素的影响
。

对调洪过程的

分析也应从通常的确定性观点转化到随机性观点
,

调洪演算的方法也就要从确定性常微分方

程进化到随机微分方程的方法
。

随机微分方程的研究对象是随机过程
,

研究方法既要用到概率论方法
,

又要用到通常的微

分方程方法
。

运用这一方法
,

可以对包含着水文
、

水力等随机输入过程和随机初始条件的调

洪全过程中的随机现象和规律进行数学描述和分析
,

为开展水库泄洪风险分析创造条件
。

�

� 调洪过程随机特性的分析

在整个调洪过程中
,

由于入库洪水的水文条件
、

出库泄洪的水力条件
、

水位库容关系的

边界条件和起调水位的初始条件等的不确定性
,

导致了不同时刻水库蓄洪量牙�� � 的随机变
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化
,

这一变化又制约着库水位 万�� 的随机消长
。

无疑地
,

采用随机过程的概念来研究 砰 ��  
,

有利于把 月��� 的随机变化过程完整全面地描述出来
。

很明显
,

调洪过程中环飞�� 的变化可用 � �� � �� 过程来模拟
。

这是因为任意时刻的叭 �
�

�
,

在其所有过去观测值 牙��
。 一 ,

�
、

叭 �一
�
�� 二

叭 � � �已知的条件下
,

其条件概率只与最近的过去

值有关
,

而不依赖于水库再早时的蓄洪量值
,

即有

��砰
。 , �

。

�才
。一 � ,

平
。 一 �
⋯班

, , �
。 一 � , �

。 一 �
⋯ �

�
� � ��牙

。 , �
。

�附
。 一 � , �

。 一 �
� ���

其中 ��牙
� , �

。

�附
。 一 � , �

。 一 � �为条件转移密度 函数
。

同时
,

砰�� �的随机过程还是一独立增量过程
,

即认定
�

在整个调洪过程中
,

任意时间间

隔 △� 的蓄洪量增量 △不厂��  是相互独立的
。

随机输入的影响因素众多
,

其综合作用的结果必然是 牙 �� � 围绕其均值过程线 召二 ��� 作

随机游走
,

其概率密度分布 �� 班
,

�� 可服从正态分布
�

�
,

, , � �

�吸伴
, �少“ 一 �万

二二二

于不一 � � �� 一 以下 一 拼甲 吸�少�
‘

� 艺口
‘
�矛

叮
‘

� 兀口
‘
�

�� �

上述分析表明
,

水库的蓄洪童 平��  是符合 � �
�
��

�
过程定义的�� 〕

。

在扣除了 牙�� � 的

均值偏移 以� 后
,

就存在一无偏的 � �� � 变化过程
。

其均值 � 〔� �‘�〕� �
,

方差 刀〔� � !二二

叮 , �
。

由此
,

可得

牙���
二 产 , ��� � � ��� �� �

一般而言
,

洪水的输入
、

输出随机过程和库容的边界随机过程决定着牙�� 的�
� � ��

�

过

程特性
。

本文以 我国汉江安康水电站� � 为例
,

具体分析这几方面随机因素的作用
。

� · � 入库洪水的防机过程 � “�

入库洪水过程是工程设计依据的基本资料
。

由于水文资料的收集和整理
、

设计洪水过程

线推求方法等多种因素的影响
,

导致了入库洪水必然是一连续的随机过程
。

安康水 电站大坝按 �
, � �� � � 一遇洪水标准设计

, �二 。 � 一 �� 了�� �� , �� ,
按 �

。 � � 。。。�一

遇校核
, � 二 。 � � �� � �� � � ��

。

按放大典型洪水过程线方法分别给出的设计和校核洪水过程线
,

即为这两个系统状态下随机过程的均值线 尸。 � 才�
。

图 � 中给出了安康水库的 户。� � 过程线
。

在

过程的任一时刻
,

假设 � � � 的概率密度符合正态分布
,

其标准差 。。��  可根据水文计算的

实际情况确定
。

� � � 出库泄� 的防机过程 � � �
, � �

在泄洪建筑物规模确定 的情况下
,

受库水位 � 和流量系数等水力参数� 的不确定性影

响
,

出库泄量 � 亦可表达为一随机过程
。

文献〔�〕较为详尽地分析了� 的随机影响
,

但因未

能考虑� 的随机过程特性及其对 � 的相关性
,

致使不能准确
、

可靠地进行 � 的随机分析
。

安康水电站泄洪建筑物设计终结方案为
�

坝顶表孔
” � 二 � 孔

,

每孔宽 � � � ��� ,

堰顶高

� 水电四局石泉分局
。

汉江安康水电站初步设计报告
。 �� � �

� 水电四局石泉分局
。

汉江安康水电站设计中有关水库泥沙的几个问题
� � �  !
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程
� � � 一 � � �水库防洪起调水位为 。� �’ 坝内中孔

。 � � �孔
,

每孔面积
� � � �

� � � � � � � �
,

底孔高程
二 � � 一 � � � , 坝内底孔

� � � � 孔
, � � � �

� 二 � � ��
� , � � 二 一 �� 叭 机组引用流 量

户。‘ 二 � �� ��
’

�
�。

各类孔的流量系数 。 � 、 户�

和 户。

分别根据试验资料拟合确定
。

由此
,

可求

得 拼� ��, � �

井。 � 月。 � � 拌� � � 户� , � 拌。 �

� 二 � 。 �
�
�

了而 �户。 一 � � �
’

·
‘ � 户 � 。 � 。 � �

�

训而又瓦不几飞万

� 月� � � � �
�
�

侧 �夕�户。 一 之 ,
� � 户

。‘
�� �

图 � 中还给出了安康水库终结方案下的 产。
。

式 � � �中 � 二 随 � 变化
,

所 以只有 � 独立影响 � 的随机变化
。

通常
,

� 的离散度相对较

小
,

因此 口的独立随机变化亦相对较小
。

根据 � 的概率分布特性
,

即可推算确定 � 。
�从 � �

。

�
�

� 水位库容的随机过程 功��  

现场量 测和绘图计算的误差
、

库岸坍塌和泥沙淤积等 自然因素
,

都会引起水位库容关系

。 � 。��� 的不确定性
,

这也是一个随机过程
。

通过实际测量
,

可给出安康水库的均值 二 ��� 经验关系式
�

一般认为
, 。��� 的均值线拜

� ��  

与原设计给定的 切一 � 曲线一致
。

假设任一 � 上的概率密度符合正态分布
,

其� , �� �的大小可

依量测计算精度和可能的库岸坍塌
、

泥沙淤积情况而定
。

以上几方面随机因素的综合作用
,

决定了调洪过程中 才�� 的 � �
� � �  过程特性

。

其中
,

珍 ���的均值 “ , ���可写作

。二 �,卜丁
,

�
〔。。�‘, 一 。。‘�

,

� , 〕“
�� �

式中 �。 为起调的初始时刻
。

不欢 � 的方差 � � � 取决于整个过程的离散程度
,

亦即取决于� ���
、

叭�, � �和 。��� 自身的变异性
。

通过实际调查和资料分析
,

可给出若千不同时刻的 � 。��
�

�
、

� 。
��

‘
�和 二 , ��

�
�值

。

据多个随机过程联合分布的概念及对 环飞�� 量纲分析的结果
,

可得

口 � �一 〔“弓��
‘
� � “子��

‘

�〕△�
� � 。 ‘

子��
‘
� �‘� �

,

� ,

⋯
, , � �� �

取 沪 的均值
,

作为 砰��  过程的强度
。

以安康水库的调洪过程为例
�

若取变异系数 占。� � � � 占。��  � 内 �� �
� �

�

� ,
占
。

�� � �
�

� 

和 占二 (h ) 二 。
.
02

,

以 t二 4 2 h 最大设计洪峰流量出现时刻作为 a 的计算依据
。

据( 6 ) 式求得
a * z或5 o o o m

巴, s 一 ’
1
2 ,
若仅考虑 Q

、

g 两项的作用
,

则 a* 33 oo om
忍 s 一 ’

1
2 ,
仅考虑 。 一项

,

a 士 14 0 0 0 o m
,

s “2
。

3 调洪过程随机微分方程的求解

传统的确定性调洪演算方法
,

不能考虑变量的随机特性
,

只能在均值过程线意义上考察

调洪全过程
。

因此
,

对 牙(t )过程的均值 户 ,
(t ) 表达式(5 )微分

,

即可导出传统的调洪演算方

程式

d户二 ( t )

d t

一 = 拼。 ( r ) 一 拜
。
(
H

,

C )
( 7 )
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式 (7) 表达了一个简单的水量平衡关系
。

令 G 印刃
= d井,

/d
“a ,

并加入初始条件
,

则有

d月。 ( t )

干一习丁一
-

七月。 ( f
。
)

= h
。

〔拌。( t ) 一 拼
。

(
H, C)〕/G (拼B )

( 8 )

式中 “H (t )为均值的库水位过程
,
入
。

为 t
。

时刻的初始库水位
。

式(8) 中诸函数均为确定性变量
。

不确定性因素的影响和随机过程的概念无法反映
,

计算

求解的也只能是确定性的 月a( f)
。

因此
,

必须建立包含有随机元素的随机微分方程
,

以考察

调洪全过程
。

从前述水库蓄洪量 附(t ) 的随机过程特性分析出发
,

对其 W i
en er 过程表达式

(3)微分
,

并除以 G (H )

dH (t)

dt
= 〔月。( t) 一 月

。
(
H

,

C ) 〕/G (H ) +
dB (t)

dt
/G (H )

(9 )

H (t
。
)
=

H

。

其中 dB (t)/ df 是一正态白噪声
。

从形式上看
,

式 (9) 仅比前述的确定性微分方程式(7) 增加 了一项
dB (t)

d t
/G (H )

。

但增

加 了这一项
,

则表示引入了随机输入因素
。

于是
,

H
(t ) 不再是普通 的确定性 函数

,

而是随机

过程了
。

式(9) 可简化为典型的 Ito 方程形式

干
‘H “ , “ 切“

,

H
“”“ + ““

,

H “”‘B “’

L
筑
t。

)
=

汀
。

( 1 0 )

对于式(1。)这样带有随机作用项的 Ito 方程
,

其均方解只能通过 It
。
随机积分的方祛求

得
,

而不能以通常意义的均方积分求解
。

其解过程的矩
,

可通过一定的计算公式较简单地确定
。

It
。
方程的解过程是 M

arkov 过程〔3〕
。

对于 M
orkov 过程

,

最重要的概念是转移概率分

布
。

就考察水库的调洪过程而言
,

人们关注的是不同时刻库水位的概率分布状况
,

因为它在

很大程度上决定了调洪过程中库水位的发展变化进程
。

解过程 H (f )的一阶概率密度函数f (h
,

O 应能满足过程的动力学方程C3 〕
,

即

盯(h
.t)
at 叠

(一 1 )
.

9
月

” ! a h
“ 〔
a 。

( h

,
t
) f ( h

,
t
) 〕= 0 (11)

其中 a
。

为随机过程 H (t) 的导出矩
,

可表示为

a 。

( h

,

t
)

=
1 i m

咤
,

△ t 4 。
共E{〔万(

, + △, ) 一万(t)〕
·

凸 r

。 《r , , .

} (
1 2

)

式(11)与扩散方程形式一致
,

f ( h

,
r
。

)

是一概率守恒方程
。

其初始条件和边界条件可分别写作
=
j
.
(h)

(13)
f(士 oo

,
t
)

=
O

H (t ) 的转移概率密度必须满足归一化条件
,

即
五皿
x

f (h
,

t
‘

,h
。 ,

r
。

) d h
= 1 r

o

《t
.
( t
.

肠川n
( 1 4 )

f
.‘
L

, 产

I

J.

明表件条界边一这

对 M a rko v 过程
,

式 (11) 中的
n
》3 时

, a
。

( 为
,
t
)

=
0
。

这时
,

式(11)就演化为 F o k k
er-

P lan。k 方程
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卫水丛口卜
,

才0)
一

= 一
~

票
〔口

:
(h

,

t)f

〕+

口r 口 n

1 0
,

2 O h
忍
〔a
:
(h

,

r )
/
〕 (15)

根据 W i
ener

过程的性质
,

可导得

E {△B ( t) } = 0

E {△B ( t)△B ( r) }
二 2 J I △t

由此
,

在对 It
。
方程式(10) 的情况下

,

可求得式 (15)的简化运用表达式阁

(16)

a f(h
.t)

日t

a
= 一 一石 厂

~
七J L 八

,
t 少甲灭t

口 f‘

9
, , , ,

,

月 少J + 气万了万址J 气月
,

t ) 9 L t
,

月 少
‘
口

‘
J

O n
-

j ( h

,
r
。
)
=

f

。
( h )

( 1 7 )

式 (17)是一确定性的偏微分方程
,

可采用

有限差分的数值计算方法求解
。

在 求 解 过 程

中
,

同步计算了各个时刻的 f(h
,

O 和相应 的

召。
(
t
)

。

这一 召。值是根据 f(h
,

t
) 确定的

,

即

‘
, . , 、

, ‘

气书
oo。:

E
、、

共

2侧汉扣 石
气

h 一jn

这样求得的均值泄量 产。 更为合理
、

准确
。

图

1 显示了式(18)与传统调洪方法计算结果的比

较
。

,

乙

.口 . 3 O C闰口、月
/ 1

‘ 口

二加以匕
1
沪 , ,

. 奋
二艾冲月. 、

一
I’ ;

, ‘ . 1. 0 以均. 、一月

/E之

厂‘.
1

群一( t ) 二
J

、( h
,

c ) f (
h

,
t )

dh
( 1 8 )

丫
,

Z

—
传忱方法计弃结.

1 1

一
一 七-

-1 2 2 4 3 6 4t

t / h

图 l p ‘,
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4 计算成果分析

根据前述安康水 电站的实际水文
、

工程条件和运行调度规则
,

采用本文建议的随机微分

方程方法
,

进行调洪演算
,

以确定不 同时刻的 H (t)

, . 胡知

\
\

拼二 ( l )

、

概率密度分布 f(h
,

t) 及其统计特征值

口二
( t )

。

哗从
/.

一 一一 , . 0
,

公%

~ _ ~ - ~ 尹 . OJ 3 %

一
, . 1%

.月. . 妞
声胭 . OJ .

二1以均
门、月

/ :

吧 反
\卜

一
海夕娜

l
火
.
义

日

、
翔

卜右节门r 介丫
。

F ig
.
2

·

f 恤O

图 2 l( h
,

t) 分布图

Pro bability di stri bution pr ofi lo of f (h
,

r
)

图 2 给出了在泄洪建筑物终结设计方案条

件下
,

不同洪水 重 现 期 (尸 = 1 %
、

0

.

33 % 和

0.02 % )的 H (t )过程概率密度分布 f( h
,

t)

。

显

然
,

随着过程的进展
,

不同时刻的库水位不再是

一定值
,

而是具有某种分布的随机变量
。

j(
h

,

t)

的变化趋势和特征
,

决定着调洪过程库水位变

化的进程
。

这样
,

随机概念就显现在了调洪过

程分析中
。

根据 j( h
,

t) 的分布函数
,

可以求出相应时

刻库水位的 召二 (t ) 和 aB (t )值
。

由 f(h
,

t) 确定

的设计洪水条件下的 拼以O
,

与传统方法式(8)

计算结果的比较
,

亦显示在图 1 中
。

该图可见
,
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两种方法对声
a( O 过程的模拟结果没有太大的差异

,

说明与传统计算方法完全不 同的随机微

分方程的数学模型
,

也能提供 拜以O 的可信资料
。

此外
,

传统方法无法反映的库水位过程离

散程度 的信息 (即 a武t) 值)
,

随机微分方程的方法则可以提供
。

图 3 给出了设计洪水条件下不

同时刻的 。二

( t) 值
。

随着过程的发展
,

a B
( t) 并不是单调增大的

。

算例中
,

在达到最大 产B ‘t)

的前瞬
,

即 #
.(t )足够大时

, 。a( O 可出现减小的趋势
。

在一定的泄洪建筑物规模下
,

H 和 q

相互联系
,

又相互制约
,

存在着一过程平衡的关系
。

正是这一关系
,

导致 q 足够大时
,

H (t )

离徽性的减小
。
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在本算例中
,

还分析比较了随机作用强度 。2 和随机初始条件 H
。

对H (t )的影响
。

农 。 二

o
、

3 0 o o o m
’ s 一 ‘’2 、

8 0 o o o m
’ s 一 ’‘2 、

1 3 0 o o o m

’s
一 ’

I
: 和 150 oo om

’ s 一 ”2 五种情况
,

研究 口 ’

对 井a( t) 和 。
a( t) 的影响

。

同时
,

还比较了三种坑 分布下的 H (t)
:
两种正态分布 与

。 ” O
,

a
H

一 。
。

s m 和 0
.6m ,

一种离散型的一点分布
,

即

f(t
。

)
=

d ( h
一 h

。

) ( 1 9 )

当 h = h
。
时

,
占(h 一 h

。
)
= 1 ,

当 h 午h
。

时
,
占(h 一 h

。

)
= 0

。

h

.

为初始起调水位
,

取作 J
。

随机作用的离散程度 a
,

似对 户武O 无太大影响 (见图 1 )
,

而对 a武t) 却影响显著
: 口

越大
,

则 aa( t) 亦越大(见图 3 )
。

这反映了随机输入和输出的相关关系
,

输入的离散性 a 越

大
,

则输出的离散性 a武t) 亦越大
。

图 4 给出了不同初始条件下
, 。

B( t) 的变化过程缓
。

显

然
,

拭 对其以后过程的 a以t) 有着一定影响
。

但随着过程的发展
,

这一初值影晌将逐渐减

小
,

以致可以忽略
。

但是
,

在调洪历时较短
。

洪峰陡峻情况下
,

H

。

对库水位分布的形晌则

必须引起设计者的重视
。

在不同的来流洪水重现期条件下
,

万(t) 的概率分布及其特征值是不相同的
,

由的
.
2 的

资料分析可见
,

在 产H 。
=

0

、
。B 。

= 。
.
s m 和 a 之 1 o

00 m
’s 一 ”2情况下

,

按设计供水(户二 。一
33 % )

进行调洪演算
,

qm

。 二
= 2 9 g O O m

.

/s

、 尸,
: 二

= 1 1
。

s m
、 。H m “ = O

。

94
5 m

。

这时
,

对于水库的
泄洪能力而言

, 勺是足够安全的
。

而按校核洪水 (尸= 0
.
。艺% ) 计算时

,
q
二 二 二

=
3 8 6

00
. ,/ ‘

召H m 。 二
=

1 7
.

26
m

、 “H 二 . 二 二 1
.

07 D2
。

这时
,

虽然均值库水位 #
,
未超过水库的警戒水位 z

。 .

1 8 In
,

尚有近 。
。

74
m 的安全富裕

。

但根据随机分布的概念
,

H(

O 具有一定的离散性
,

仍存在

着 H >
二 。

的可能性
。

由图 2 可见
,

在校核洪水条件下
,

洪水漫越警戒水位
z 。 的概率

尸f(H >
z 。

)
二

凡万>
2.) (20)

仍可达到33 % 左右
。
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以上算例表明
,

运用随机微分方程的数学模型
,

进行泄洪建筑物设计方案和调洪方案的

比较
,

将有利于开展水库的泄洪风险分析
,

有利于优化防洪工程设计
。

5 结 论

(1 ) 在水库的调洪过程中 ,

存在着许多难以预料和控制的不确定性因素
。

如
:
入库洪水

过程
、

出库泄量过程
、

水位库容关系等
。

本文在考察这些随机过程的基础上
,

分析和论证了

水库蓄洪量的 W i
en er 过程特性

。

(2 ) 本文推导的带有随机作用项和随机初始条件的调洪演算 工to 方程 是 合 理 的
。

运 用

F okke卜P la nc k 方程求解库水位过程概率密度的计算方法
,

具有较 广泛的适用性
。

(3 ) 运用随机微分方程的数学模型
,

对水库调洪过程中的随机现象和规律
,

进行数学描

述和分析
,

能够全面
、

正确地反映各种不确定性因素对库水位过程的随机影响
,

从而为水库

泄洪风险分析创造了条件
。

陆大绘
。

徐祖信
,

张炳根
,
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