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无结构网格上二维浅水流动的数值模拟
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提 要 提出在无结构网格上建立有限体积高性能格式族的统一框架
,

通过引入跨单元界 面法向

数值通量的逆风分解
,

将一维 � ��
� � 、

� �  两种通量分裂格式自然地推广 至二维浅水方程组
。

给

出了各种情况下浅水方程组有限体积法边界处理的计算公式
。

最后
,

利用该格式对育包溢流
、

陆

地动边界和河 口潮流三个 问题进行计算
�

结果表明
,

这类守恒格式具有高精度
、

无振荡性以及处

理复杂流态过渡
、

自动捕俘间断和模拟陆地动边界的功能
。

关镇词 无结构网格 二维浅水方程组 有限体积高性能格式

分类号 � � � � �
�

�

� 引 言

在二维浅水流动计算中
,

常遇到如何处理曲边界形状以及计算域 内有堤防
、

公路
、

铁路

等其它天然分界这类问题
。

采用任意三角形或多边形网格剖分是非常合适的
,

既可克服矩形

网格锯齿形边界所造成的流动失真
,

也可避免生成有结构贴体曲线网格的复杂计算和其它困

难
。

本文提出一种在结构网格上建立有限体积高性能格式族的统一框架
,

从而将一维 � �
� � �

格式
、

� � � 格式
、

两种通量分裂格式 自然地推广至二维浅水方程组
。

为使算法精确有效
,

能

够 自动处理涌波和水跃这类强间断现象
,

算法的核心是在无结构三角形或四边形单元中引入

逆风概念
,

从而进行跨单元界面法向数值通量的逆风分解
。

此外
,

还在浅水动力学范围内对

该格式族应用中遇到的值得注意的若干问题
,

诸如边界处理
,

动陆地边界等
,

加以讨论
。

最

后
,

给出了三个算例的数值结果
,

说明格式所具有的良好性能
。

� 二维浅水方程组

二维不恒定浅水方程组的守恒形式为

决币
尹 �

解 �� �
�

石 �� � �
, , , , 、

代二
一

十 � , 了一� 十 一一二
一

一 一 刀 �四 �
�

〔戈� 四
�� �

其中守恒物理向量 �
、
� 一向和 � 一向通量向量 � 和 �

,

以及源项向量 � 分别为

本文于 � � �  年 � 月 �� 日收到
,
� � � � 年 �� 月 �� 日收到修改稿

。
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一一�

式中 � 为水深
� “ 和 �

分别是 � 和 � 方向的垂线平均流速
� � 为重力加速度

� 义 和 孔 分别

为 � 和 � 方向水底底坡
� �于

,

�于分别为 � 和 � 方向摩阻底坡
。

� 有限体积离散

为了适应复杂几何形状流场的数值计算
,

采用任意三角形或四边形网格剖分和网格中心

格式
,

即将流动变量定义在单元形心
,

且控制体与单元本身重合
。

记 日
,

为单元域
,

而
�

为其边

界
。

利用格林公式
,

可得方程组 �� � 的有限体积近似

��
‘

广
� � �

�
�

�
� � �

�
八
�

丁 甲袱 �
户℃� � 沪� ‘� , � 沪� � ‘一 � 、

�,
,

� � �

式中 �
,

为单元 以 的面积
� ��� � 甲

,

�� �卯 为呱 的外法向单位向量
� �� 为线积分微元

� 刀
、

为

非齐次项在单元 月
‘

上的某种平均
。

若记 �
。

一� �� �甲」
�

� � �� 沪为跨单元界面的法向数值通量
,

时

间积分采用显向前格式
,

那么 � �� 式为

� 尹
� ’
一 �夕

山
� 艺�

,

声
,

一 �
,

�
‘

� � �

式中求和号下的指标 �相应于单元 � 的第 �边
,

�,

为边长
。

算法的核心是如何计算法向数值通

量 �
。 。

� 法向数值通量

为使格式具有高精度
、

稳定性以及有效地处理水跃
、

涌波这类强间断流动的功能
,

通量

的逆风分解是法向数值通量计算的关键
。

近年来
,

在计算空气动力学一维数值计算中已提出

了多种方法
,

主要有通量分裂法 �� � � �
,

通量差分裂法 �� � � �
,

��� �� 分裂法以及 � � � 格

式
。

下面结合二维浅水方程组的具体形式
,

系统地导出无结构网格上法向数值通量 �
。

的公式
。

�
�

� 法向通量分裂

对于给定单元的某一边
,

首先通过旋转变换将法向通量 �
。

变换到局部笛卡儿座标系 至一

夕下
,

牙正向与该边外法向相同
,

有

�� �
� ‘。’一 ‘

’

�� � � � 少� � � ‘� 卯 一 �
“�

“

� � � ‘

� � �
晓� � 」

� � �

式 中变换守恒向量 � � ��
,

� �
,

� � ��
,

而旋转矩阵 � 定义为
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刁副州列
� � � 甲

一 � �� 甲
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一一�

� 和 � 分别是沿单元界面的法向和切向流速分量

� � “ � � � 沪� � �� � 沪

� 一 一 � � �� 少� � � � �甲

�� �
·

� 通童向童分 裂 �� � ��

沿边界法向按一维方式将变换法向通量 � 分解为前向通量 �
� 和后向通量 �

一 �

� �叮� 一 �
�
�叮� � �

一
�� �

定义局部法向佛汝德数 �’�
,

一 � ��
,

其中
。 � 而兀为浅水重力波速

。

对于缓流 ��
� �� �

,

分裂和 � � 分裂 �详见文献 � � 一 �」� 分别如下
�

�� �

�� �

有 � �

�

月 矛召 �� � � 丁
任

附
� 又产 � “子

…
“衬 � 斗

一

“户‘� � ‘’� 几箭�� 一 ‘’

���几茅 � 几产� 几箭��

式中 � �妇 的雅可比阵的特征值

又,
一 � � ‘ ,

几� 一 �
,

又� 一 � 一 �

犷 一 � � � �又
, ,

� �
,

几厂 � � �� �几
� ,

� �

和

� 汽�� � �

对于急流
,

当 �
,

� � 时
,

有 �
�
��� 

� � �� �
。

叮子一 土 �� ��
,

土 � �“� �

�介
�� 士 �‘’� “

�� 洁�

� � �� �
,

�
一
�� � � � � 反之

,

当 卢
’·,

簇一 � 时
,

�� �

�� � �

�� � �

则有

�
�
�� � � �

,

� �� �

根据变换守恒向量 � 的逆风偏心内插值 � 土
,

由 �� �� 一 ��� � 式可得变换法向数值通量

� 的逆风分解
,

然后对其作逆旋转变换 �
一 ’ ,

就得到在原笛卡儿座标系 二一 � 下的法向数值通

量的逆风分解

尸
。

� 卢
’

� � � 沪 � � � �� 甲 � ,�
’ 一 ’

��
�
�叮

一

� � �
一

( 口
‘
) 〕 (12)

4
.
1
.
2 通童差分裂 (F D S )

R oe 提出的通量差分裂的出发点是求解局部黎曼问题
,

并对通量差按特征值进行分解
。

直

接利用通量差分裂的一维结果
「6」

,

跨单元界面的变换法向数值通量 H 可分解为

H (。) 一 要:H (
。

一

) 、
一

H
(
。,

) 一

交
;、} .、 .* *〕

‘ 二二
(13 )

式中通量 H 的雅可比阵的特征值 又
*
(q )

、

又
l
~ 口 + 石

1 二
, ·

! ! 、 ‘
a ,

一今 }(hU )十
2 “

、

一
,

特征强度 云
*
(妇 和特征向量 反

,
( 妇 分别为

又
2 ~ 口 又

。
一 口 一 石

(h U )
一

又
3
(h
+
一 h

一
) 〕

= (人v ) + 一 (h v )一 宁(h + 一 h
一

)

一 (h
十 一 h 一

) 一 风

心‘晚ja
�
a
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口
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*

2 ,

*

3

。一

险二
:

[廿
(14)

在上述公式中
, “

~

”

表示变量取 R
oe 区间平均或算术平均川

。

对 (13) 式中H 作逆旋转变换

F 。

一 T
一 ’

H

,

代入 q
士

便可得到法向数值通量的通量差分裂
。

由于通量差分裂格式与 T V D 格式

的等价性川
,

这样得到的有限体积 F D S 格式就是有限体积 T V D 格式
。

关于 O
sh er 格式

,

详见文献 [1〕
,

此处不再赘述
。

4

.

2 变换守恒变量 q 的逆风偏心内插

图 1 单元节点

F 19
.
1

·

N

o

d

e s o

f

e e

l l

s s

关于变量 q
+和 q

一

的选择
,

主要取决于格式所

要求的空间精度
,

即流动变量在单元内的分布
。

现

以三角形单元 i第户 边为例
,

其相邻单元为 k( 见图

1)
。

对于一阶格式
,

假定流动变量 q 在单元内呈常数
l分布

,

q

一

和 q十 可简单地取 q
;
和 q

, 。

对于二阶格式
,

常采用 M U S C L 途径
,

假定流动变量 q 在单元 内呈

线性分布
,

q
士

的取值通过跨三角形 i和 k 的公共边 j

的逆风偏心内插求得
。

对于 q
一 ,

内插公式为

q
一
q,

+
[

(l 一 月)△
一

+ (l + 月)△
+
」/4

(15)

式中 。 十
一小一q

,

。

一
q一q。

。

由此可见
,

q
一

的计算还涉及 q 在节点 m 的取值 q
, ,

可由环

绕节点 m 的三角形单元的流动变量按面积加权平均确定
。

q
+

的逆风偏心内插可利用 q
, ,

q
,

和

q ,

相仿确定
。

为避免水深变化较大带来的内插误差
,

先采用水位内插
,

再减去界面中点处的水

底高程
,

即为界面左
、

右两侧的水深 h
一

和 h
+ 。

( 1
5) 式中参数 月给予 △一

和 乙十不同的权重
,

构

成 了格式族
。

显而易见
,

对于有结构网格
,

尸- 一 1 为单侧逆风格式
,

月一0 为 Fr
om m 格式

,

月

~ 1 为中心格式
,

而 夕一 1/3 则为三阶精度格式 (仅在一维情况下严格成立 )[v 〕
。

为相邻网格尺寸变化较大时
,

关于 。十
的公式可修正如下

:

、粉
:
华弃花 (

q ,
一 、

“
~ r U

( 1 6 )

式中
a 和 b 分别为三角形单元 i和 k 的形心到该边中点的距离 (见图 1)

。

该公式反映了对内

插公式中的流动变量给予不同的权重
。

例如
,

将上式代入 (17) 式
,

并令 月一 1
,

有

q- ~ [b/(a + b )〕q
,

+ [

a

/ (

a

+ b ) 」q
* (17 )

显然
,

若 b>
a ,

在计算 q
一

时上式给予 q
,

较之 q
.
更大的权重

。

此外
,

为了消除计算过程中在强间断邻近可能出现的数值振荡
,

需要进行通量限制
,

通

常是对 q
一

和 q
+
的逆风偏心内插加上坡度限制

。

已有 多种坡度限制公式
,

本文采用连续可微的

坡度限制内插公式[
’〕

‘ 、 叮
;
+ s

[ ( l 一
s夕)乙

一
+ ( 1 + 月s)乙

+
〕/4

式中
:
为坡度限制因子

,

其公式为

‘ 一 (2乙
一 乙+ + 的 /( 乃

一 △
一

十 乃 十 乙+ + 的

其中
。为一很小的正数

,

以防止在均匀流动区 (乙士
一0) 上式分母为零

。

1 8 )

( 1 9 )
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由于法向数值通量沿单元边一般呈强非线性分布
,

需采用三点高斯数值积分来计算沿单

元各边的平均法向数值通量[21
。

5 边界和底坡项处理

5
.
1 边界条件及处理

有限体积法的边界处理如下
:
首先根据局部流态 (缓或急流 ) 选择法向输出特征的 相容

关系
,

并利用给定的物理边界条件和边界内侧的已知流动状态 q
: ,

联解确定边界外侧的未知

流动状态 q
, ;

然后与内部单元计算完全相同地确定跨外部边界的法向数值通量
。

有关公式总

结见表 1 (推导略)
。

表 l 浅水方程组有限体积法边界处理

T able 1. T reatm ents of bo
undary eonditions for FV M

出流开边 界 入流开边界

缓 流 急 流 缓 流

固 壁

缓
、

急 流

态型类流

盒
1
(口乙 ) <

0 又1 (g 乙 )

特征值符号 决: (叮乙)
>

O

>
O

又2 (g 乙)

>
O

>
O

之: (? 乙) 孟3 (? 乙 ) )
0

之1 ( , 去) <
0

又2 (叮乙 ) (
0

又3 ( , 去 ) >
0

之1 (q 乙 ) <
O

风2 (叼乙 ) (
0

之3 (q几 ) (
0

相容关系
U 月+ Z

c R
= 乙尹去 + 2 ‘乙

V
况
= V 去

q 代 = q l 乙厂况 十 2
〔左

= 乙了乙 + 2 〔
’
z

合
gh:+h· ,乙厂一〔厂·

一

合
gh*+h· }毛, · ,乙了

·

V
代
一 0

.
〔厂人 =

个 数 2 3 1 0 3

边界条件类型

水位 Z R 或单宽

流量 (h〔了) * 或

水位 一流 量关

系

除与缓 出流 相

同外
,

还需附加

V * = V : 或 V *

必 须给 定 q; 三

个 分量或 相 关

信息

个 数 1 0 2 3 0

值得提及的是
,

当局部弗劳德数较大时
,

浅水方程组的静水压力假设在固壁处不再成立
,

故应采用考虑法向动量平衡的动水压力公式 (见表 1 最后一栏)
。

此外
,

表 1 中缓流开边界相

容关系是忽略非齐次项 S
。

和 S 了 的结果
,

如需计及这种影响
,

需增加非齐次项沿特征线的积分

项
。

此外
,

给定超出表中给出的必需的精确物理边界条件以取代某个相容关系
,

也是可行的
。

我们的数值试验结果证实了这一点
。

5

.

2 陆地动边界

当计算域中存在随洪水或潮流涨落变化的陆地动边界时
,

假设在有水区域之外的干床区
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域存在一个极薄的水层
,

这就将一个动边界问题变为固定边界问题来处理
。

虽然这一处理早

已见诸于文献
,

但应强调指出
,

正是由于本文所述格式具有的无振荡性可保证数值解在小水

深 (可取一很小的数值
,

如 1或 0
.
1。m ) 情况下不会出现负水深而导致计算失稳

。

6 算例的结果与讨论

本文给出了两个模型问题和一个实际算例的计算结果
。

水流通过穿包 (B um P) 的稳定流

动问题有精确解析解
,

可用来检验算法捕俘激波和处理伴有水跃的复杂过渡流态的功能
。

动

边界算例用于检验动边界算法数值模拟陆地动边界的有效性
。

而长江 口南支潮流计算说明该

算法应用于工程问题的实际效果
。

此外
,

基础弯包溢流和潮流计算两个算例
,

我们还对法向数值通量公式和坡度内插参数

夕的选择的效果进行了比较
。

结果表明
,

对于一阶格式
,

不同的法向数值通量公式对结果有较

明显的影响
; 通量差分裂 (或 T V D ) 与 O

s
he r分裂精度相当

,

均高于通量分裂法
,

而后者则

以 V L 公式略优于 w B 公式
; 对于二阶格式

,

其精度显著高于一阶格式
,

不同的法向数值通

量公式对结果的影响甚小
,

精度主要 由内插机制控制
。

在弯包溢流算例中
,

当 夕- 一 1 时 (单

侧逆风内插)
,

数值解非常稳定
.
无数值振荡

; 当 夕~ 1 时 (中心内插)
,

数值解在急流区出现

较 小的数值波动
,

在 300。时间步后仍未完全消除
,

其精度较之 月- 一1 时略差一些
:
当 月一 1/

3 时 (三阶精度)
,

其精度与二阶逆风内插相似
,

数值解无振荡
。

鉴此
,

对于上述三个算例仅

给出二阶 T v D
,

且 月一 1/3 时的结果
。

6

.

1 弯包溢流

河道中水流通过弯包的稳定流动可用于描述复杂的流态组合
。

当上游来流呈缓流
,

它遇

到弯包时水位降低
,

在弯包顶部水流为临界流
; 如果下游为急流

,

则经过弯包的流动从缓流

向急流过渡时
,

水面线是连续的
; 如果下游水流为缓流

,

则在弯包下游出口断面之间必出现

水跃
,

即经过弯包的流动经历了从缓流到急流
,

再通过水跃回到缓流的过程
。

考虑单宽流量为 Q 的水流在宽矩形断面 的河道上

— 解析解
.... 河 底
..目勿数遭解

通过河底高程沿河分布为 S (二) 的某一弯包
。

忽略摩阻

项后
,

据明渠恒定流方程有

丝 - 一卫五立一
.
丝

d士 Q
“
一 g尸 dx

(20)
3.0

日/
匀

翅

书
上式积分可得水深 h 的解析解

h3 + [S (x ) 一 S (二
。
) 一 h 。

一

条
」

·

h2 +

纂
一 “

0 5 10 15 20 25

距离
J m

图 2 无水跃过渡 (无摩阻 )

F ig
.
2
.
Transcritieal flow w ithout

w ater j
um P and friction

(2 1)

式中 x:, 是任一参照点
,

h
。

为相应于 x
。

的水深
。

图 2 给 出了矩形河道中 (200 x l 网格 ) 水流通过弯

包无水跃过渡的水位沿程分布
。

由图 2 可见
,

该格式清

晰地重现了流场内的流态过渡 (缓~ 急)
,

与解析相比较
,

吻合甚好
。

图 3 给出了有水跃过渡的水位沿程分布
。

所
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产生的水跃符合共扼水深关系
,

由于忽略了摩阻项
,

下游水跃位置不稳定且随时间向下游推

进
。

在考虑底摩阻 (n 一0
.
0 3) 后

,

就得到 了水跃位置正确
、

物理图象逼真的稳定水跃 (图

4)
。

上述结果很好地说明了本文提 出的格式在处理复杂流态过渡问题和 自动捕俘间断方面是

成功的
。

. . . 口 水位(2 加
,

. . . 口 河底

-

水 位(l 加 )

00日/
.
划节

10 15

距离 二
m

2 0 2马

距离
,

图 3 有水跃过 渡 (无摩阻) 图 4 有水跃过渡 (有摩阻 )

F ig
.
3
.
T ranseritiealflow w ith w ater F ig

.
4
.
T ranseritiealflow w ith

j
um p and w ithour frietion w ater Jum p and frietion

6
.
2 陆地动边界

为检验动边界算法
,

我 们引入了一个简化的模型算例
,

定性地描述海岸位置随潮汐涨落

三\‘书划

的变化
。

假设具有变底坡的矩形海域
,

其上游 (左端) 海岸位

置受下游 (右端) 潮汐涨落的影响
。

初始条件假定为静水

水面
。

计算中忽略风应力和地转力
。

计算区域 由 50 个矩形

单元组成
。

给定下游边界条件为潮位过程 (见图 5)
。

模拟

时间步长为 3s
。

曼宁糙率 系数取 0
.
02 5 。

不同时间的潮位沿

程分布见图 6 和图 7
。

由图可见
,

落潮随着下游水位的降低
,

上游海岸位置

逐渐右移
,

露出水底干床
,

随后在涨潮过程中
,

上游河道

中水位又逐渐回升到初始水面
。

计算结果反映了该算法具

有良好的模拟边界变动时空变化的功能
。

2 0 4 0

时间 t
“
m

, n

图 5 卜边 界潮位过程

F ig
.
5
.

T ida l level at do w n stream

b o u nda ry

6
.
3 长江 口南支潮流流场

采用二阶 T V D (口一 1/3) 算法
,

对长江口 南支河段的潮流流场进行了计算
。

计算上
、

下

边界分别取在新建闸和横沙
。

计算区域长 76
.
sk m

,

江面最大宽度 16
.
sk m

。

以 198 4年 8 月 28

日 11 时至 29 日 n 时实测潮位过程 (最大潮差 3
.
68 m ) 作为上

、

下边界的边界条件
。

该例曾

用一阶有限体积 O
s
he
r 格式和其它格式计算过仁’

·

2 〕
。

计算网格 由 151 个三角形单元和 100 节点

组成 (图 8)
。

计算时段 山 取 30
5 。

河段中部石洞 口水位站实测与计算水位对比 (图 8) 表明
:
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.
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图 7 潮位沿程分布 (涨潮 )

F 19
.
7
.
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0 5 10 15 2勺 2 5 3 0 3 气 4 。

涨落潮的最高
、

最低潮位
、

波形和相位均吻合甚

好
。

除在涨潮期中涨率最大的两个小时计算水

位偏低外 (最大达 29
cm )

,

其它时间水位误差一

般在 4c m 左右
,

最大不超过 sc m
。

计算水位线

和实测水位线的最大相位差约为 12 m in
。

图 9

和图 10 给 出了在落急和涨急潮时计算的流场

分布图
,

图中左下角为下边界水位过程及相应

时刻的水位
。

由此可见
,

流速分布的总体趋势

是合理的
。

00004,口勺‘
,

l

日、“划书

图 8 石洞 口站实测与计算水位比较

F 19
·

8

·

C

o

t
i d

a

l l

e v e

l

s

m
P

a r

i

s o n o

f

o

b

s e r v e

d

a n

d
C o

m
P

U

图 9 落急流场分布

F ig
·

9

·

C

o

m
P

u
t

e

d

v e

l

o e

i
t

y
f

i

e

l d (

e

b b )

图 冈 涨急流场分布

F 19
·

1 0

·

C

o

m
p

u
t

e

d

v e

l

o e

i
t

y
f

i

e

l d ( f l

o o

d )



期 胡四一
、

谭维炎
:
无结构网格上二维浅水流动的数值模拟

参 考 文 献

1 谭维炎
,

胡四一 二维浅水流动的一种普适的高性能格式
.
水科学进展

.
19 9 1 ,

2 ( 3)

:

15
4 ~

1 6 1

2 谭维炎
,

胡四一 二维浅水明流的一种二阶高性能格式
.
水科学进 展

.
199 2 ,

3 ( 2)

:

89 一95

3 谭准炎
,

胡四一 浅水流动的可压缩流数学模拟
.
水科学进展

.
199 2 ,

3 (l )

:

16 一24

4 S teg er J L
an d W

arm ing R F
.
F lu x v eetor splitring o f the inv iseid g asdy na m ie eq uation s w irh

ap plieatio n to fin ite 一 d ifferen ee m e tho d s
.
Jo u rna l of C o m pu tation al P h y sies

.
198 1 ,

4 0

:

2 6 3 ~

2 9 3

5 V
a n 一L eer B

.
F lux 一 veeto r sp littin g fo r th e E uler eq uation

.
L eerure N o tes in P h y sies

.
198 2 ,

1 7 0

:

5 0 7 ~ 5 1 2

6 胡四一
,

谭维炎
,

一维不恒定流计算的三种高性能差分格式
.
水科学进展

.
19 91

,

2 (1 )

:

n

~ 2 1

7 B
a t i

n a

J T

.

I m p l i
e

i t
f l

u x 一sp lit E u Ie r sehem es fo r u nsteady aerod yn am ie an aly sis in vo lvin g un
-

stru etured dy nam ie m eshe s
.
Jo urn al o f A IA A

,

1 9 9 1

,

2 9 ( 1 0 )

:

1 8 3 6 ~ 1 8 4 3

N
u

m

e r
i

e a
l

M

o
d

e
l l i

n
g

o

f T w
o
一
D i m

e n s i o n a l S h a l l o w
W

a t e
r

F l o w s o n
U

n s t r u e t u r e d G
r i d s

H
u

S iy i
a n

d T a n
W

e i y a n

( N
a勺109 Instirute of l乃

,
d

r o
l

o

刀
and W ate:尺e so u rc e :

,

N

a ,
u i

, :
9 2 1 0 0 2 4 )

A b
s

t
r a e

t
:

T h i
s

p
a

p
e r

p
r e s e n t s a

f
r a

m
e o

f
e o n s t r u e t i

n
g

a
f

a
m i l

y o
f f i

n
i t e v o

l
u

m
e

h i g h p
e r

f
o r

m
a n e e s e

h
e

m
e s o n u n s t r e t u r e

d g
r

i d

s

f
o r s o

l
v

i
n

g
t

h
e s

h
a

l l
o

w

一

w
a t e r e q u a

-

t i
o n s

.

B y i
n t r o

d
u e

i
n
g

u
P w i

n
d d

e e o
m P

o s
i t i

o n s o
f

n u
m

e r
i
e a

l f l
u x e s

i
n t

h
e

d i
r e e t i

o n

n o r
m

a
l

t o a n
d

a c r o s s e a e
h

s
i d

e o
f

e e
l l

s
,

f
o u r o n e

d i m
e n s

i
o n a

l
a

l g
o r

i t
h m

s
i

n e
l

u
d i

n
g

O

s

h
e r

,

T V D

,
a n

d
t w

o
F l

u x
一

V
e e t o r

S P l i
t t i

n
g

s
,

e a n n a t u r a
l l

y
b

e e x t e n
d

e
d

t o t
h

e t
w

o

d i m
e n s

i
o n a

l
e a s e

.

M

o r e o v e r
,

b
o u n

d
a r

y p
r o e e

d
u r e s a

p p l i
e

d
t o o

p
e r n a n

d l
a n

d b
o u n

d

-

a r
i

e s
f

o r
b

o t
h

s u
p

e r e r
i t i

e a
l

a n
d

s u
b

e r
i t i

e a
l f l

o
w

s a r e
g i

v e n
.

F i
n a

l l
y

,
t

h
e s e

h
e

m
e s

h
a v e

b
e e n u s e

d
t o

m
o

d
e

l f l
o

w
s o v e r a

b
u

m p

,

w i t
h

a
m

o v
i

n
g l

a n
d b

o u n
d

a r
y

,
a n

d
o

f

a n e s t u a
y t

i d
e

,
r e s

p
e e t

i
v e

l y

.

T h
e r e s u

l
t s s

h
o

w t
h

a t t
h

e
y

a r e n o t o n
l y

s u
f f i

e
i

e n t
l y

a e
-

e u r a t e a n
d

n o n o s e
i l l

a t o r
y

,

b
u t a

l
s o e a

p
a

b l
e o

f
t r e a t i

n
g

a u t o
m

a t i
e a

l l y f
o

w t r a n s
i

e n t s
,

h
y

d
r a u

l i
e

j

u
m p

s
,

a n
d m

o v
i

n
g l

a n
d b

o u n
d

a r
i

e s
.

K
e

y w
o r

d
s : u n s t r u e t u r e

d g
r

i d

s ; s
h

a
l l

o
w

一

w
a t e r e

q
u a t i

o n s ;
f i

n
i t

e v o
l
u

m
e

h i g h

p
e r

f
o r

m
a n e e s

h
e e

m
e s

.


