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摘　要　以一水平向具有空间变异而垂直向为均质的二维非饱和流动区域中的均匀入渗问题为

例, 应用 Monte Carlo 随机模拟方法分析了土壤水分变量的随机统计特性及其一、二阶矩的时空

分布规律。在随机分析过程中 , 将所研究的流动区域土壤水力特性的空间变异性以随空间位置变

化的标定参数 � ( x) 表示, 并将标定参数 � ( x) 视为一维随机空间函数的实现, 应用随机生成模

型来生成参数 � ( x) 的随机样本 。通过随机模拟分析得到: 垂直方向上负压水头方差与平均负压

水头近似呈一线性关系; 随入渗时间的延长, 不同深度处表征负压水头空间变异结构的自相关函

数趋于一稳定结构。
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1　引　　言

在农田土壤墒情预测及污染物的预测预报问题中, 都会遇到较大空间范围的非饱和流动

问题。由于在一定的空间范围内土壤往往是非均质的, 土壤特性具有空间变异性, 使得土壤

水分运动呈现出随机变化的特征, 因而以传统的确定性数学方法来描述该情况下的土壤水分

运动便会遇到较大的困难。解决该问题的唯一途径就是采用相应的随机理论与随机方法
� [ 1]
。

本文以一水平向具有空间变异而垂直向为均质的二维非饱和流动区域为例, 在上边界为

均匀入渗的条件下, 应用 Monte Carlo 随机模拟方法分析和研究了土壤水分运动的随机特性

及土壤水分变量一、二阶矩的时空分布规律。

2　问题的基本方程及定解条件

假设在所研究的二维区域中, 土壤特性沿垂向是均质的, 而在水平向上是非均匀或具有

空间变异的。在该区域中, 土壤水分的运动是二维的。
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在不考虑源 (汇) 项的条件下, 二维非饱和土壤水分运动基本方程为

C(�) ���t =
�
�x [ K (�) ���x ] +

�
�z [ K (�) ���z ] -

�K (�)
�z ( 1)

式中　�是土壤负压水头; K (�) 是非饱和水力传导度; C (�) 是土壤的容水度; t 是时间;

x 是水平向空间坐标; z 是垂直向空间坐标, 向下为正。

由于土壤特性沿水平向具有空间变异性, 因此K (�)、C (�) 可看作是沿水平向一维随
机空间函数的实现

�
。方程 ( 1) 也不是传统意义上的确定性方程, 而是一随机微分方程。假

设在 x 方向的左右边界均是通量为零边界, 下边界是水头梯度为零的边界, 上边界为通量已

知的入渗边界:

初始条件: � ( x , z , 0) = �0 ( x , z ) 　　0≤x≤X　　0≤z≤L　　t= 0

上边界条件: - K ( �)
��
�z + K (�) = I R　　0≤x≤X　　z= 0　　t> 0

下边界条件:
��
�z = 0　　0≤x≤X　　z= L　　t> 0

左、右边界条件: K (�)
��
�x = 0　　x = 0　　x = X　　0≤z≤L　　t> 0

式中　X、L 分别为研究区域在 x 方向及 z 方向的伸展范围。

假设所研究的区域沿 x 方向的尺度 ( X ) 为 12. 5 m , 沿 z 方向的尺度 ( L ) 为 2 m。对这

样一个流动区域在 x 方向以△x= 25 cm 的步长、z 方向以△z= 2. 5 cm 的步长剖分成大小相

等的网格块, 因而在 x 方向共有 51个节点, 在 z 方向上共有 81个节点。对方程 ( 1) 采用交

替方向隐式 ADI 差分格式进行求解。在求解时假设上边界的入渗强度为 8 mm/ d, 整个研究

区域的初始水头假设为 �0= - 100 ( cm )。

3　土壤水力特性空间分布的解析表示

标定理论是用以描述土壤特性空间分布的有效方法, 它是根据一标定系数来表示土壤水

力特性在一定空间范围内分布的非均匀性, 且标定参数可视为一随机空间函数的实现。通过

标定后, 空间上各点的土壤水分特征曲线和非饱和水力传导度均可表示成标定值与一无因次

的标定系数的函数, 即

�( � ; x ) = �* ( � ) / �( x) ( 2)

K ( � ; x ) = K
* ( � ) [ �( x) ] 2 ( 3)

式中　�* ( � ) , K
* ( � ) 分别为土壤水分特征曲线及非饱和水力传导度的标定值, 它们是不

随空间位置的变化而变化的; � ( x) 为标定系数, 它是随土壤空间位置的变化而变化的。此

时土壤水力特性的空间分布是由 � ( x) 随空间位置的变化所反映的, 研究[ 4, 5]表明, �在空间
上的分布为近似对数正态分布, 并可假设它是统计均匀 (或二阶平稳) 的, 对于前述的流动

区域 � ( x) 是一维二阶平稳随机空间函数的实现。
标定值 �* ( � ) , K

*
( � ) 可采用 Van Genuchten ( 1980) 模型表示:

�* ( � ) = ( � -1/m - 1) 1/n / � ( 4)

K
*
( � ) = � s� 0. 5{ 1 - [ 1 - � 1/ m

]
m
}
2

( 5)
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其中 � = (�- �r ) / (�s- �r ) ; �, n, m 为模型参数, 且 m= 1- 1/ n; K s 是饱和水力传导度;

�s、�r 分别为饱和含水率及剩余含水率。

4　参数 � ( x) 的随机生成

土壤参数随机场样本的生成是对非饱和土壤水分运动随机模拟的基础。随机场样本生成

的方法多种多样, 对于一维随机场 Y ( x) 的而言, 其样本可采用一阶自回归模型 A R ( 1)、最

近邻模型NNM 等生成。上述两种模型的形式分别为

Y i = �1Y i- 1 + �i ( 5)

Y i = �( Y i- 1 + Y i+ 1 ) + �i ( 6)

式 ( 5) 为 A R ( 1) 生成模型。式 ( 6) 为 NNM 生成模型。Y i、Y i- 1分别为空间网格块 i、i-

1 的参数值; { �i} 是零均值的独立同正态 N ( 0, �2�) 分布的随机序列, 或正态白噪声序列; �1
为 A R ( 1)模型的待估参数; �为NNM 模型的待估参数。两模型中参数的估计见文献� , [ 1]。

对于NNM 生成模型, 模型残差 �的方差 �2�与 Y 的统计特征值 �2Y、� ( 1)、�( 2) 存在着
以下关系式:

�2� = �2Y( 1 + 2�2-4r�( 1) + 2�2�( 2) ) ( 7)

　　将式 ( 6) 表示成矩阵的形式:

J {Y i} = {�i } ( 8)

式中　J 为系数矩阵, 若令Y 0= 0, Y N + 1= 0, 则 J 为三对角矩阵。因此应用 NNM 模型生成

随机场样本时, 其步骤如下:

( 1) 若已知 Y 的统计特征值 �2Y、� ( 1)、� ( 2) 及参数 �, 根据式 ( 7) 即可求出 �2�, 在
此基础上利用随机数发生器可生成样本容量为 N 的正态随机序列 {�i} , �i∈N ( 0, �2�)。

( 2) 用 T homas 算法求解式 ( 8) , 可得到均值为零、方差为 �2Y 的空间相关随机序列
{Y i }。

( 3) 由关于式 {Y i } = {Y i} + �Y 进行转换计算, 即可得到所需生成的随机序列 {Y i }

( Y i∈N ( �Y , �2y ) ) , 此序列是母体分布为 N (�Y , �2Y) 的二阶平稳随机场的一随机实现或随
机抽样。

本文 � ( x) 样本的生成采用 NNM 模型进行。

5　随机模拟结果的分析与讨论

本文采用 Hopmans等 ( 1988) 在荷兰所作试验的统计分析资料作为分析的基础, 通过对

� (�)、K (�) 实测资料的标定分析得到标定曲线 �* (�)、K
* (�) 中的参数值: n= 1. 592,

�= 0. 01924, �r= 0. 0, �s= 0. 4024, K s= 33. 7 cm/ d, 并通过对标定系数的统计分析得到该系

数的统计特征值, 其均值及方差分别为- 0. 1154、0. 3376, 其相关函数的 � ( 1) = 0. 7、�
( 2) = 0. 2。

应用前述的 NNM 模型生成标定参数 �的随机样本后, 即将每个随机样本代入数值求解

格式进行求解, 并对求解结果进行统计分析, 即可得到水分变量一、二阶矩在时空上的分布
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特征。

5. 1　垂直方向上负压水头方差与平均负压水头的关系

图 1　垂直向负压水头方差与平均负压水

头的关系

F ig . 1. Relationship betw een t he var iance

and the mean o f negative pr essur e

head in vertical dir ection

从图 1可以看出, 除上边界处的点据外, 其它深

度处的负压水头方差与平均负压水头之间呈一线性关

系, 这说明负压水头方差是平均负压水头的函数, 而

上边界处的点据偏离该直线则可能是由于入渗边界所

致。

5. 2　负压水头自相关函数的时空变化规律

图 2是三种不同深度处负压水头的自相关函数随

时间的变化, 从图中可以看出 0 cm 深度处负压水头

15 d 的自相关函数与 20 d 的自相关函数是十分接近

的, 而 50 cm、200 cm 两个深度处6 d后的自相关函数

就接近一稳定结构, 由此说明不同深度处负压水头的

自相关函数都是随时间而变化的, 但随着时间延长而

逐渐趋近于一稳定结构, 且不同深度处负压水头的自

相关函数趋近于稳定结构的时间是不同的。这一结果对于研究田间土壤水分的变化规律是十

分有用的, 尤其是当确定了自相关函数结构的时变特征及其它的统计特征值后, 就可根据田

间有限的实测水分的数据, 借助地质统计方法确定田间不同深度处水分分布的等值线图。此

外从图中还可看出, 与 50 cm、200 cm 深度不同的是 0 cm 处自相关函数出现了一定的波动,

这可能是由于入渗边界的影响所造成的。

图 2　0 cm、50 cm、200 cm 处负压水头的自相关函数随时间的变化

F ig . 2. Auto-co rr elat ions of negativ e pr essur e head varing w ith time

at depth 0 cm, 50 cm, 200 cm respectiv ely

5. 3　不同深度处沿水平向平均负压水头的分布

通过计算可知,不同时间沿 x 方向平均负压水头的分布除在 0 cm 深度处具有一定的波动

外, 在其它深度处的变化则较为平缓, 近似于一空间坐标的光滑函数。而造成 0 cm 深度处平

均负压水头波动的原因可能是入渗边界影响的结果。

5. 4　随机样本数对负压水头的空间统计结构 (自相关函数) 的影响

图 3是随机样本数N M C分别为 10和 20时, 50 cm 深度负压水头自相关函数随时间的分
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图 3　N M C = 10、20 时 50 cm 处负压水头自相关函数随时间变化的比较

Fig . 3. Compar ision o f autoco rr ela tions o f negativ e pressur e head fo r N M C= 10, 20 at dept h 50 cm

布, 从图中可以看出, 除第 1天两种情况下的自相关函数的大小有些差别外, 其他时间两者

的自相关函数均趋向一致。由此说明, 在本文的例子分析中, N MC 取 10时即可满足要求。

6　结　　论

本文应用 Monte Carlo 随机模拟理论对土壤沿

水平向具有空间变异条件下的二维非饱和土壤水分运动进行了随机模拟。分析研究可得到如

下结 论:

( 1) 在垂直方向上负压水头方差与平均负压水头近似呈一线性关系, 说明负压水头方差

与平均负压水头存在着一函数关系, 这一结果与理论分析结果
� , [ 3]
相近。

( 2) 不同深度处的负压水头的自相关函数是随时间的变化而逐渐趋向于一稳定结构, 这

一结果说明对于一定的区域而言在入渗或蒸发较长时间以后, 可以利用一确定的空间变异结

构来描述土壤水分在水平向空间上的随机变化特征。
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Stochastic Analysis of Two-Dimensional Unsaturated

Flow in a Heterogeneous Soil

Huang Guanhua

( China A gr icultur al U niv er sity , Beij ing 100083)

Shen Rongkai

(W uhan U nivers ity of H y dr aulic and E lectr ic E ngineering , W uhan 430072)

Abstract: T he problem of tw o-dimensional unsaturated f low in a hypo thet ical het-

er ogeneous so il is analy zed by M onte Carlo simulat ion. It is assumed that the f low

domain is scale-heterg eneous along the horizontal direct ion but homogeneous in ver-

tical direct ion, and the lo cally soil w ater flow can be described by the Richards equa-

tion. The heterog eneity in the soil hydraulic propert ies is represented by a scaling

factor w hich is visualized as being a r ealizat ion of a one-dimensional spatial stochas-

tic funct ion, and the NNM model is used to generate real izat ions for the scaling fac-

to r. The spat ial dist ribut ion o f soil w ater pr essure head is quant if ied in terms of it s

first-and second-order moment . The results indicate that the variance o f pressure

head is a function of it s mean, the spat ial co variances of pr essure head assume their

steady state form after a short period of infilt rat ion.

Key words : hetero geneous soil; soil hydraul ic propert ies; scaling factor ; M onte

Carlo simulat ion; stochast ic analy sis.
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