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摘要: 传统的栅格离散方式不能很好反映流域水文过程的边界特征, 且难以实现流域水文过程的多尺度模拟。采用

有限体积法构建了基于不规则三角形网格的物理性水文模型, 将物理性描述的偏微分方程组在控制体积内积分得

到空间半离散的常微分方程组, 保证数值求解中的水量平衡, 并可与概念性描述部分水文过程 (如截留、填洼等 )的

常微分方程组更好地耦合; 建立了数值求解方案, 采用 T riang le对计算区域进行离散, 并在沁河上游流域进行了验

证, 结果表明模型具有较高的模拟精度和良好的应用前景。
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具有物理基础的流域水文模型是水文模拟方法发展的重要方向, 在新的国际水文十年研究计划 �缺资

料地区的水文模拟 中有重要地位 [ 1 ]
。Freeze和 H arlan

[ 2]
于 1969年提出的基于微观力学方程的物理性流域

水文模型的 �蓝本  (简称 FH69蓝本 ) 在流域水文模拟实践中尽管存在不少疑问
[ 3]

, 但仍然是当前众多物理

性流域水文模型的基础, 并作为研究型的机理模型在许多场合有着重要应用, 深化了对流域水文过程机理的

认识
[ 4�5]
。在 FH69蓝本中, 流域主要水文过程的规律由相互耦合的偏微分方程组来描述, 模型的参数具有

明确的物理意义, 可通过试验和观测获得, 流域水文模拟的任务转变为在一定的边界条件和初始条件下数值

求解流域整体上的数学物理方程。在数值求解中空间离散是第一步, 其作用一方面是方程离散求解的要求,

另一方面也是描述流域下垫面条件空间变异性的要求。因此, 在物理性水文模型中对空间离散有两方面的限

制, 一是数值求解稳定性和收敛性的要求, 二是适当描述流域下垫面条件空间变异性的要求。

在所有下垫面因素中, 地形对流域水文响应的决定作用最大, 地形描述的误差是水文模型误差的最重要

来源之一。传统描述流域地形的方法有 3种: 栅格法 ( GRID )、等高线法和不规则三角形网格法 ( T IN )。

GR ID法描述地形具有简单方便的优点, 因此在流域水文模型构建中得到了广泛的应用, 但不能很好反映流

域水文过程的边界特征, 且难以实现流域水文过程的多尺度模拟, 在高分辨率地形数据日益丰富的情况下其

局限性也越来越明显; 等高线法描述地形时具有多精度的特性, 且可以直接利用已有的人工绘制的大量等高

线图, 但在流域水文模型中应用时存在数据结构复杂、存储量大、难以建立有效的数值算法等缺点, 因此较

少应用; 而 T IN法则不仅能够高效率地描述地形, 而且广泛应用于偏微分方程的有限单元法和有限体积法求

解中, 在物理性水文模型中有广阔的应用前景, 采用 TIN进行流域下垫面的离散成为构建物理性流域水文模

型的新趋势
[ 3, 6]
。总的来讲, 这方面的研究工作尚处于起步阶段, 已有的工作主要包括 Tach ikaw a等

[ 7 ]
于

1996年研制的 BG IS模型, V ivon i等
[ 8]
提出的 tR IBS模型以及 Qu和 Duffy等

[ 9]
建立的 PIHM模型, 其中 BG IS

和 tR IBS模型是概念性水文模型, 对流域水文过程特别是土壤水和地下水运动的描述疏于粗略, P IHM模型
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是近期开发的基于不规则三角形网格的物理性水文模型, 采用动力学方程描述地表、土壤和地下的主要水文

过程, 通过界面间的通量将不同的计算单元和不同的水文过程耦合在一起, 是国际上目前较为完善的基于

TIN的物理性水文模型。本文采纳 PIHM模型的建模思路, 运用有限体积法构建了基于 TIN的物理性流域水

文模型, 采用动力学方程对流域上发生的各水文过程进行描述, 采用有限体积法进行偏微分方程的空间离

散, 其方法可推广应用于基于其它形式不规则网格的物理性水文模型的构建。

1� 基于不规则三角形网格的空间离散

模型采用不规则三角形和矩形网格相结合的方法对流域进行离散, 在离散得到的基本计算单元上, 采用

微观尺度上的偏微分方程组对各主要水文过程进行机理性描述, 采用有限体积法建立偏微分方程组的积分方

程。在每个离散单元内部, 地表、土壤和地下部分之间垂向的水量交换项以边界条件的形式将描述不同水文

过程的积分方程耦合在一起; 在相邻的离散单元之间, 侧向的水量交换项以边界条件的形式将描述不同离散

单元的积分方程组耦合在一起, 最终形成描述整个流域垂向和侧向水流运动耦合的偏微分方程组。从数值求

解的角度来看, 最终形成的方程组规模很大, 且由于不同部分水流运动速度的差异而具有很强的 �刚性 ,

需要采用有效的方法进行数值求解。

不规则三角形网格系统的数据存储格式简单, 单元间的空间关联属性很容易描述, 基本方程在边界上

的积分虽比矩形栅格复杂一些, 但相对其它不规则网格容易。因此, T IN是一个具有多空间尺度且边界形状

简单的计算网络系统, 其精度优于栅格单元, 而复杂度小于其它不规则网格单元, 是一个高效而简单的计算

网格形式。本文在流域离散时首先将流域划分为河网和山坡两部分, 然后再进一步进行山坡和河网的离散。

山坡部分通过平行地表方向划分三角形网络和垂直地表方向分层形成三棱柱形状的基本计算单元, 如图 1所

示, 可利用在矩形边界上进行控制容积积分比较方便的优点减少积分方程的复杂程度和数值求解的难度; 作

为山坡部分三角形网格离散的边界条件, 河网的离散是山坡三角形离散的直接结果, 如图 1( b)所示, 每条

河段 (图 1( b)中的 ab )对应两个三角形单元 (图 1( b)中的三角形单元 abc和 aeb ) , 该河段接受山坡上这两个

三角形对应的基本计算单元的来流作为源项。在垂直地表方向上, 基本计算单元以地表和不透水层作为上下

边界, 中间以地下水位为界分为土壤水层和地下水层两部分。其中, 地表积水部分为地表水层, 是坡面水流

运动的场所; 地表和地下水位之间为土壤水层, 是土壤水分运动的场所; 地下水位和不透水边界之间为地下

水层, 是地下水流运动的场所。

注: ( b) 中 ab为河段单元, abc, cda, a eb和 bef为山坡三角形单元, P, Q, E和 F为计算节点

图 1� 基于 T IN和 GRID相结合的空间离散

F ig� 1 Spatial discretiza tion o fm ode l dom ain based on T IN and GR ID

根据流域下垫面的多种属性建立三角形网格划分的约束条件, 遵循以下原则
[ 10]

: ! 靠近河谷区域主要

参考地形指数等值线; ∀ 靠近山坡山脊主要参考坡度等值线; # 综合河网、子流域、土地利用、土壤图

层、以及由雨量站生成的泰森多边形等多种信息; ∃符合数值求解方法稳定性、收敛性的要求。据上述原
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则, 使用 A rcInfo选择关键点、线和边界, 并将导出的数据文件导入 Triang le软件
[ 11 ]
进行优化, 生成最终计

算网格, 采用网格中心式建立有限体积法的计算网格, 即选取三角形网格的某种形心 (如图 1( b)中的外心 )

作为节点, 网格单元为控制体积, 网格内状态变量和参数假设为线性分布。

2� 基于有限体积法的方程离散

对基于物理水流方程的流域水文模型进行数值求解时需将偏微分方程在一定的网格系统内离散, 用网格

节点处的场变量值近似描述偏微分方程中各项所表示的数学关系, 按一定的物理定律或数学原理构造与微分

方程相容的离散代数方程组。引入边界条件后求解离散代数方程组, 得到各网格节点处的场变量分布, 用这

一离散的场变量分布近似代替原微分方程的解析解。当前应用广泛的求解流体流动的方法有: 有限差分法、

有限元法和有限体积法。有限体积法
[ 12]
可以视为有限差分法和有限元法的中间物, 其基本思想是将计算区

域划分为一系列不重复的控制体积, 在每个控制体积中取一计算节点, 将微分方程对每一个控制体积积分,

得出一组离散方程, 其未知数是计算节点上特征变量的数值 (与有限差分法类似 ) , 但在节点间须假定变量的

变化规律 (与有限元法类似 ) , 其特点包括: ! 有限体积法的出发点是积分形式的控制方程, 这一点不同于

有限差分法; 同时积分方程表示了特征变量在控制容积内的守恒特性, 这又与有限元法不一样; ∀ 积分方

程中每一项都有明确的物理意义, 使得方程离散时, 对各离散项可以给出一定的物理解释; # 区域离散的
节点网格与进行积分的控制容积分立, 一般来讲各节点 (如图 1( b)中的 P、Q、E和 F点 )有互不重叠的控制

容积 (如图 1( b)中相应的三角形单元 abc、cda、eba和 efb ), 整个求解域中场变量的守恒可以通过各控制容积

中变量的守恒来保证。由于这些特点, 有限体积法已成为当前求解流动和传热问题数值计算中最成功的方

法, 被绝大多数工程流体和传热计算软件采用, 在计算洪水演进、地表水体污染物扩散和悬浮物与泥沙运移

等领域的应用取得了成功。

本文基于不规则三角形网格建立流域物理性水文模型, 根据以上讨论的有限差分法、有限元法和有限体

积法的不同特点, 采用有限体积法建立偏微分方程的离散方案。建立土壤水、地下水、坡面二维水流和河道

一维水流运动的质量与动量守恒方程作为模型的基本方程, 降水、蒸发、填洼以及人类活动用水等过程均作

为基本方程的源汇项, 可采用不同的方法进行概化。

2�1� 土壤水和地下水运动
土壤水在三维空间中运动, 遵循质量守恒原理和达西定律。控制体 � i (体积记为 Vi )内微元 dV上的质量

守恒方程为

C (�)
 �
 t

=
 qx

 x
+

 qy

 y
+

 qz

 z
+ s1 ( 1)

式中 � �为基质势; C (�)为比水容量; qx、qy 和 qz分别为微元内 x、y和 z三个方向上的土壤水分通量; s1为

控制体内的源汇项, 包括蒸散发和人类取用水等。

以基本计算单元的土壤水层为控制体, 对式 ( 1)在控制体内积分可得

�
� i

C ( �)
 �
 t

dV = �
� i

 qx

 x +
 qy

 y +
 qz

 z
dV + �

� i

s1 dV ( 2)

记控制体 � i的边界为 � i = { u i,  d i,  p i!,  p i∀,  p i#, 包括三棱柱的 1个上界面  u i、1个下界面  di和 3个侧

界面  pij ( j= !, ∀, #), 对应的面积依次为A ui、Ad i和 Apij ( j= !, ∀, #)。式 (2)根据高斯公式
[ 13]
可以做如下变换:

 
 t �

� i

C ( �)�dV = �
 � i

( qx + qy + qz ) dA + �
� i

s1 dV ( 3)

令 �
� i

�C ( �) dV = Vi C ( ∃ i )∃ i, �
� i

s1 dV = ViS1, i, �
 � i

( qx + qy + qz ) dA = Q u iA ui + Q diAd i + !
j= !, ∀, #

Qp ijAp ij, 其中C ( ∃ i )

为控制体土壤水层的体积平均比水容量; ∃ i为控制体土壤水层的有效基质势; S1, i为控制体土壤水层的平均

源汇通量; Q u i、Q di和 Qp ij ( j = !, ∀, #)分别为控制体上边界、下边界和 3个侧边界的平均法向通量。对式 ( 3)
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进行代换可得

Vi C ( ∃ i )
d∃ i

 t
= Qu iA u i + Q d iA di + !

j= !, ∀, #
Q pijAp ij + ViS1, j ( 4)

边界通量采用达西定律计算, 其中侧边界通量的计算公式如下:

Qp ij = Kp ij

∃ ij - ∃ i

lij

, � j = !, ∀, # ( 5)

式中 � Kp ij为控制体 i和相邻的控制体 j之间的平均导水率; lij为控制体 i节点和相邻控制体 j节点之间的距

离。如图 1(b)中, 设 i和 j节点分别为 P和 Q, 则 lij为线段PQ的长度。

上边界为入渗或蒸发边界, 其通量计算公式可统一表示为

Q u i = K 1 (∃ )
( ∃ i + lui ) - H 1

lui

- QE ( 6)

式中 � K 1 (∃ )为土壤水层的平均导水率; H 1为地表积水深度, 无积水时该项为 0; lu i为土壤水层到地表层的

距离, 可取为土壤水层厚度的一半; QE 为蒸发项, 可采用彭曼公式等方法进行计算。

下边界通量的计算公式为

Qd i = K 2 ( ∃ )
(∃ i + ld i ) - H 2

ld i

( 7)

式中 � K 2 ( ∃ )为土壤水层和地下水层的平均导水率; H 2为地下水层的水头; ld i为土壤水层到地下水层的距

离, 可取为土壤水层和地下水层厚度的一半。

对方程 (4) 等号左边项采用前向差分, 可得到如下的积分公式:

Vi C ( ∃ i )
∃

n- 1
i - ∃

n

i

%t
= K 1 (∃ )

( ∃ i + lui ) - H 1

lui

+ K 2 ( ∃ )
(∃ i + ld i ) - H 2

ld i

+

!
j= !, ∀, #

Kp ij

∃ ij - ∃ i

lij
Ap ij - QE + Vi S1, i ( 8)

土壤水分特征曲线采用 B rooks�Corey公式
[ 14 ]

:

&- &r
&s - &r

= A�
-∀ � , � K (�) = !�

- ∀m
( 9)

式中 � &为土壤含水率; &s和 &r分别为土壤饱和含水率和残余含水率; A、!、m、∀为经验常数。

地下水运动方程类似于土壤水分运动方程, 采用统一方法进行求解。

2�2� 坡面二维地表水运动
采用二维圣维南方程组的运动波模型, 控制体为地表的不规则三角形, 记为 D i, 其面积记为 A i, 控制

体内微元 dA上的运动波模型为

 h

 t
+

 ( hu)

 x
+

 ( hv)

 y
= s2 (10)

式中 � h为水头; u和 v分别为 x和 y方向的流速; 在运动波模型中采用下式计算。

n
2
u u

2
+ v

2

h
4 /3 = S0x � , � n

2
v u

2
+ v

2

h
4 /3 = S0y (11)

式中 � S0x和 S0y为 x和 y方向的重力比降, 即坡度; n为曼宁系数。

类似地, 对式 ( 10)在控制体 D i内积分可得

�
D

i

dh
dt

dA + �
D

i

 hu

 x
+

 hv

 y
dA = �

D
i

s2 dA (12)

式 ( 12)根据格林公式变换为

 
 t �

D i

hdA + %
 D i

( hu - hv )dl = �
Di

s2 dA (13)
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令
 
 t�

Di

h dA = A i

dH i

dt
, �

D i

s2 dA = A iS2, i, %
 Di

( hu - hv) dl = !
j= !, ∀, #

Qp ij lp ij, 其中H i为等效水头; S2, i为坡面流的平均源

汇通量, 包括降水和入渗, 河道两侧的坡面较为特殊, 坡面上的水流汇集至坡底沿着河道流走; Qp ij ( j= !, ∀,

#)为通过三角形的 3条边的平均法向通量, 采用旋转变换的方法进行求解。对式 ( 13)中各项进行代换并对

时间项采用前向差分可得到如下的积分方程式:

A i

H
n- 1
i - H

n

i

%t
+ !

j= !, ∀, #
Qp ij lp ij = A iS2, i (14)

2�3� 河网一维汇流
河网汇流为一维水流演进, 河段两侧为坡面入流, 计算采用一维运动波模型, 动量方程使用曼宁公式。

 Q
 l

+
 A
 t

= s3 � , � Q = K pA
∀

(15)

式中 � Q为河道内流量; l为沿河道方向; A为过水断面面积; s3为河道两侧的坡面入流量。

式 ( 15)的有限体积法离散公式为

(Q i - Q i- 1 )%t+ (A i - A i- 1 ) %l = s3%t%l (16)

3� 离散方程的数值求解

经过有限体积法离散后, 坡面二维水流运动和土壤水及地下水运动方程可写成统一的标准三对角形式。

- ai!∋i! - a i∀∋i∀ - ai#∋i# = - a i∋i + B + S (17)

式中 � i!, i∀和 i#为与控制体积 i共享边界的 3个三角形单元, 若控制体积 i位于区域边界上, 则只有两个

相邻三角形单元, 方程右侧为区域边界条件项, 为源汇项, 当控制体积 i位于区域内部, 则方程右侧只有源

汇项。

每一时段计算时, 假设式 ( 17)等号右侧变量值, 经过一轮消元回代, 可求得该假设变量的新值, 作为新

一轮迭代的假设值, 继续计算, 直到该假设变量值收敛为止, 然后进行下一时段的演进。

模型的计算流程如图 2所示。

图 2� 模型计算流程图

F ig� 2 F low cha rt of model ca lcu lation pro cedure
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4� 模型在沁河上游流域的应用

4�1� 流域概况
选择沁河流域孔家坡水文站以上地区作为实例, 进行水文过程的模拟。研究区域面积约 1 352 km

2
, 海

拔高程 1 100~ 2 000m, 多为石山林区和土石丘陵区, 研究主要土壤类型为褐土和淋溶褐土 (图 3( d) ) , 土地

利用有 6种类型, 其中 80%以上为林地和草地 (图 3( e) )。研究区 DEM是以 NASA提供的 SRTM 90m数据为

基础, 经过 GTOPO30数据以及黄河流域 1&25万等高线图校正后得到, 水平分辨率为 100m, 使用 A rcInfo软

件进行洼地填充 (图 3( a) )并生成河网 (图 3( b) ) , 使用 A rcIn fo的 SLOPE函数生成坡度栅格文件结果如图

3( c)所示, 根据下式计算地形指数。

( = ln
(A cc + 1)L

2

L e tan∀
(18)

式中 � (为地形指数; A cc为从上游汇流到该点的单元数目; L e为栅格单元的边长 L (水平或垂直方向 )或 2L

(对角线方向 ); ∀为该点处的坡度。

研究区域有雨量站 12个, 蒸发观测站 1个, 流域出口处为孔家坡水文站, 多年平均降雨量为 635mm, 降

雨的时空变异性强,采用泰森多边形方法将地面雨量站实测点雨量扩展到面雨量 (见图 3( f) )。

图 3� 研究区基本情况

F ig�3 Basic info rma tion o f the study area

对流域下垫面的多种属性数据进行分析, 土地利用以及由 DEM生成的坡度、地形指数、河网、流域边界

等水文特征属性和地形属性, 生成的不规则三角形网格由 7 000多个三角形单元组成 (见图 1( a) ) , 原 100m

∋ 100m栅格 DEM中总网格数 254 520个, 远大于 T IN的三角形单元数。在 TIN中, 高程模型由 TIN中的点
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和线及其连接关系构成, 是一个连续的表面。但表面的形成需要用一定的插值方法, 选取不同的插值方法,

生成的地形连续性和光滑度有较大的差异, 采用 A rcIn fo软件提供的 5次方插值比较合适
[ 10]
。

4�2� 模型率定和验证
模型使用的土壤垂向、侧向饱和导水率以及水分特征曲线经验参数, 参考了同类型土壤饱和导水率与水

分特征曲线参数的实验结果作为初始值, 选取了一个较干旱的年份 ( 1987年 )和一个较湿润的年份 ( 1988年 )

进行率定, 以孔家坡水文站流量过程作为比较准则, 以土壤类型和土地利用类型分布确定参数的空间分布形

式, 在参考试验值的取值范围内对模型参数进行调整, 以效率系数、平均误差和相对误差作为定量评价指

标, 其计算公式如下:

� R
2

= 1 -
!

n

i= 1
(Q oi - Q si )

2

n

!
n

i= 1
(Q oi - ∀Q oi )

2

n
, M e =

1
n !

n

i= 1

| Q oi - Q si |

Q oi

, R e =
1

n∀Q oi
!

n

i= 1
| Q oi - Q si |

( 19)

式中 � R
2
为 N ash效率系数; Q oi为场次洪水流量的实测值; Q si为场次洪水流量的模拟值; ∀Q oi为场次洪水流

量的均值; n为实测流量数据的个数; M e为平均误差; R e为WMO建议的相对误差。

采用试错法进行人工调参, 率定期模拟与观测的流量过程如图 4所示, 评价指标如表 1所示。

图 4� 模型率定期模拟与观测流量过程对比

F ig�4 Compar ison be tw een observed and sim ulated stream flow for ca libration period

对研究区内 1986~ 1990年进行连续模拟, 流域出口流量过程如图 5所示, 模型评价指标如表 1所示。

总的来说, 验证期模拟结果和实测流量过程吻合较好, 效率系数在率定期略优于验证期, 流量较大的年份模

拟结果较好。

表 1� 模型效率系数和误差

Tab le 1 Evaluation m er its for both calib ration

and validation per iod s

年份 R 2 M e R e

1986 0�677 0�386 0�234

1987 0�727 0�374 0�291

1988 0�728 0�396 0�349

1989 0�683 0�371 0�32

1990 0�716 0�317 0�279

图 5� 1986~ 1990年模拟与实测流量过程对比

� F ig� 5 Compar ison be tw een observed and s imu la ted stre�

am flow for 1986�1990
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5� 结 � � 论

不规则三角形网格具有多尺度并存的特性, 是描述地形、土地利用、土壤等下垫面属性空间变异性的有

效方法, 与规则网格相比有明显的优势, 采用不规则三角形网格构建物理性流域水文模型是水文模拟方法的

一个重要发展方向。本文建立了基于微观尺度力学方程的物理性流域水文模型, 结合不规则三角形网格和栅

格方式对流域进行划分, 能够灵活地描述下垫面属性的空间变异性和各种不规则边界, 容易在局部加密, 以

三棱柱作为基本计算单元, 并可根据需要在垂向分层, 描述流域下垫面条件具有方便灵活的特点; 采用有限

体积法建立模型求解的数值方案, 其离散方程在本质上是单元内和单元间的物质守恒方程, 在理论上可以基

于任意形状的不规则网格进行空间离散, 具有很好的守恒性质。在沁河上游流域的应用表明, 模型有较高的

模拟精度, 具有良好的发展前景。

在模型得到的有限体积法离散方程中, 方程本身体现了质量守恒原理, 适用于各种尺度, 具有 �无限  

精度, 其中的单元边界水流通量项则体现了不同水流介质中的 �本构关系 , 是 �尺度依赖 的, 仅具有

�有限 精度, 理论上是模型结构误差的主要来源之一, 需要进一步的深入研究。
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Physically based hydrologicalm odel using finite volum em ethods

based on a triangulated irregular network*

WANG Lei
1
, T IAN Fu�qiang

2
, HU H e�p ing

2

( 1�Departmen t of W ater R esources, Ch ina Institute of W ater R esources& H ydropower Research, B eijing 100048, China;

2�Departm ent of H ydrau lic E ngineer ing, S ta teK ey Laboratory of H ydro�Science and Engineering, T s inghua

University, B eij ing 100084, China )

Abstract: The physically based hydrolog icalmodels are based on the physica l descriptions o fw atermovement w ithin

the overland, river channel and so i,l wh ichmakes it prom ising that the hydro log ica lmodeling depends less on the ca l�
ibrat ion ofw atershed responses wh ile depends mo re on the observat ions and measuremen ts of climate and landscape

themselves. The spat ial d iscre tization is the very f irst step in the development of physica lly basedmodels, and at the

same time, it is also the princ iple w ay to represent the spatia l heterogeneity o f landscape properties such as topogra�
phy, so i,l vegetation, etc. The grid based method for spatial d iscretization is one ofmost commonly used w ays for its

simplicity. H ow ever, the method cannot represent the heterogene ity in a realistic and effic ientmanner, andmost im�
portantly, the g ird based models may not be suitable for the modeling o f mu ltiscale hydro log ica l processes. In th is

study, a physica lly based hydro log icalmodel is developed on a tr iangu lated irregu lar ne tw ork ( TIN ) . The model par�
t ial d ifferent equat ions ( PDEs) derived at m icro�scales inc lude the R ichards equation and Saint�V enan t equat ions.

Themode l is reso lved numerica lly using the fin ite vo lume method ( FVM ) that can integrate the PDE s over the con�
tro lling space into ordinary differentia l equations ( ODEs) . The use o fFVM can ensure the balancing o fwa term ass in

the numerica l so lut ion, as w ell asm akes it easier when coupling to otherODE s of canopy interception and ground de�
pression. The model is tested over the upper reg ion of theQ in river basin. The results show the reasonablemode ling

accuracy and effic iency.

Key words: physically based hydro log icalmode;l triangu lated irregu lar netw ork; fin ite vo lume method; hydrological

modeling
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