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　　朱学愚和孙克让先生曾在 《水科学进展》1994年第1期发表了 “佳木斯市地下水水量水质

模型”。在该文中, 作者为了克服一般数值法求解对流——弥散方程存在的数值波动现象, 采

用了单步反向追踪特征有限元法求解溶质运移问题。从作者所建立的溶质迁移方程看,笔者认

为有不妥之处。

根据当地的水文地质条件, 在运动座标系下, 原文作者建立的溶质运移方程为

dC
dt

= � ( D� C) - f c + W
- - ∑

m

j= 1

CQ j

�( H - Z)
�( x - x j , y - y j ) ( 1)

　　方程中各项的物理意义见原文方程 ( 15)。作者利用该方程对佳木斯市的地下水质运移情

况作为模拟计算。实际上, 方程 ( 1) 似有误, 不能用于模拟真实物理原型中的溶质迁移问题。

为说明这一点, 引用一个非常简单的实例, 来证明方程 ( 1) 是不成立的。

假设有一含水层系统, 地下水处于非稳定状态。地下水的开采方式为面状的, 其强度为 �。
地下水位在单位时间的下降速率为 �。另外, 含水层周边为不透水边界, 弥散作用很小, 可以

忽略, 含水层的初始浓度为C0。对于这样一个理想化的含水层系统, 很容易得出在地下水的整

个运动过程中, 浓度 C 应保持不变, 恒为常数 C0。但利用方程 ( 1) 将得出完全不同的结

果。　　　

实际上, 对于上述的理想化含水层系统, 方程 ( 1) 简化为

dC
dt

= � ( D� C) - f C -
C�

�( H - Z)
( 2)

利用水流运动方程:

u
�H
�t = - ( H - Z)�� u - � ( 3)

方程 ( 2) 可以进一步写成 (忽略了弥散作用) :

dC
dt =

�
�( H - Z)

�H
�t C ( 4)

　　利用积分法, 可以求溶质微元在起始和 t时刻浓度关系为

C = C0exp(M t)　　　　 ( 5)

式中　M =
�

� ( H - Z)
。

式 ( 5) 说明, 随着时间的增长, 含水层中的浓度将逐渐增加, 趋于无穷大。这一结果显

然与物理原型不一致。

造成这一错误的原因在于潜水含水层中溶质迁移方程。原文所建立的溶质运移质量的守
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恒方程为

�C
�t = � ( D� C - uC) +

C′�
�( H - Z)

* = ∑
m

j = 1

CQj

�( H - Z) �( x - x j , y - yj ) ( 6)

　　方程 ( 6) 是从承压含水层中的溶质运移方程顺推过来的。其实, 对于潜水含水层, 方程

( 6) 是不成立的, 该方程在质量上是不守恒的。

为建立二维潜水含水层系统内溶质运移的质量守恒方程,取一底面积为�x�y 的柱体, 该

柱体在 t时刻的高为 H - Z, 其浓度为 C, 在 t+ � t时刻, 该柱体的高为 H + �H - Z, 其相应

的浓度为C+ �C。在 �t 时段内, 该柱体内的溶质质量的变化为

�m = ��x �y ( H - Z) ( Z + �Z) + �x�y�H ( �- � ) ( C + �C) - �x�y�( H - Z) C

= ��x �y ( H - Z) �C + �x�y�H ( �- � ) ( C + �C) ( 7)

　　式中的 � 为 t (或 t+ �t ) 时刻, 区间 ( H , H + �H ) 内的平均土壤含水率, 实际上 �-

� 即为给水度或自由孔隙率。
� t时段内进入该柱体的溶质总量为

{�� [ ( H - Z) ( D� C - � u) ] + �C′- ∑
m

j= 1
Q jC j�( x - x j , y - y j ) } �x �y� t ( 8)

联立 ( 7)、( 8) , 最终得到质量守恒方程为

�C
�t +

u
�( H - Z)

�H
�t C = � ( D� C - uC) +

�C′
�( H - Z)

- ∑
m

j= 1

�jC
�( H - Z)

�( x - x j , y - y j )

( 9)

　　利用水流运动方程:

u
�H
�t = - ( H - Z)�� u + � - ∑

m

j= 1

Q j�( x - x j , y - y j ) ( 10)

将方程 ( 10) 两边同乘浓度 C。然后将� uC展成

� uC = C� u + u� C ( 11)

稍加整理后便得到运动座标系下的溶质运移方程为

dC
dt

= � ( D� C) +
( C′- C) �
�( H - Z)

( 13)

　　当然, 若有其它的源汇项, 可仿照以上的方法加入到方程 ( 9) 和 ( 13)。
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