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直接计算压力场的L at t ice Bo ltzm ann 模型
α

程永光, 索丽生

(河海大学水利水电学院, 江苏　南京 210098)

摘要: 简要介绍了L att ice Bo ltzm ann (LB ) 方法的基本原理和常用的二维LB 模型, 指出其压力

场直接计算的优点, 并给出一种改进的使压力计算更方便的LB 模型, 对恒定和非恒定圆柱绕流的

压力场进行模拟, 与文献中已有结果作了比较和分析, 表明计算压力的LB 方法具有正确、简单等

优越性。
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压力是流场模拟中最关心的量, 然而, 在模拟恒定或不可压粘性流时, 压力场的计算一直

是传统流场模拟方法感到棘手的问题, 其原因在于恒定或不可压流的连续方程中没有压力项, 而

动量方程中压力项以压力梯度的形式出现, 从而使连续方程和动量方程在联立后成为奇异方程

组。传统数值方法模拟恒定或不可压N S 方程时, 一般须结合解 Po isson 方程 (流函数2涡量法、

解原始变量的有限差分法)、加人为压缩项 (计算恒定N S 方程的有限差分法) 或进行压力校正

(解原始变量的有限分析法) 等才能解得压力并使计算进行下去。这种计算通常耗时较多, 遇到

高维或边界复杂的问题, 迭代有时很难收敛。80 年代末发展起来的L att ice Bo ltzm ann (LB ) 方

法具有算法简单、边界易处理、压力可直接计算、适合并行处理等诸多优点, 其中压力直接计

算是它最具吸引力的地方。本文介绍了LB 方法的基本原理和模型, 说明其压力计算的直接性,

并给出一种改进的适合模拟不可压恒定流的LB 模型, 使压力直接计算的优点更加突出; 对典型

圆柱绕流的压力场进行了模拟。

1　LB 方法及其压力计算

111　LB 方法简介

LB 方法是以运动论作为背景的一种数值方法, 它通过粒子分布函数按LB 方程的演化来模

拟宏观流动[1, 4 ]。常用的LB 方程是带BGK 碰撞项的LBGK 方程[1, 4 ]
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f Α( r + eΑ, t + 1) - f Α( r , t) = -
1
Σ [ f Α( r , t) - f

(0)
Α (r, t) ]　 (Α= 0, 1, 2, ⋯, b ) (1)

图 1　d 2q9 模型的速度向

量

F ig111 Part icle stream

vecto rs of the

d2q9 model

式中　f Α为粒子分布函数; f
(0)
Α 为局部平衡分布函数; Σ为驰豫时间, 控

制 f Α趋向 f
(0)
Α 的速度; r 为流场划分的计算网格点; eΑ为粒子的运动速

度向量 (图 1) ; Α表示粒子运动方向。

常规LB 方法的形式和计算很简单, 它模拟流场的步骤是: 首先根

据模型将流场划分为均匀网格; 然后让LB 方程在网格上演进, 也就是

令 f Α按方程 (1) 在计算网格上进行迭代求解; 最后对中观量 f Α求矩,

以计算流场的宏观量如密度和流速等

Θ( r, t) = 6
Α

f Α( r , t) , 　Θ( r, t) u ( r, t) = 6
Α

eΑf Α( r , t)　　 (2)

这样一种简单的分布函数的运动, 实际上对应着复杂的宏观流动。

建立LB 模型的主要工作实际上是: 在一定网格划分 r 和速度离散

eΑ的前提下, 通过理论分析确定平衡分布函数 f
(0)
Α 。f

(0)
Α 的表达形式是

由统计力学中M axw ell2Bo ltzm ann 平衡分布作 T aylo r 级数展开, 并取前几项得到的。f
(0)
Α 的精

确表达式应能保证LB 方程演进时对应的宏观方程正好是我们所要模拟的流动控制方程。LB 方

程对应的宏观方程可用Chapm an2En skog 展开和多尺度分析获得[1, 4 ]。

112　模拟N S 方程的正方形网格九点模型

计算二维问题时常用正方形网格九点模型 d2q9 [3 ] , 它将流场离散为正方形网格, 九个粒子

运动向量 eΑ= (eΑx , eΑy ) (Α= 0, 1, ⋯, 8) 见图 1, 表示为矩阵

E =
0 1 0 - 1 0 1 - 1 - 1 1

0 0 1 0 - 1 1 1 - 1 - 1
(3)

其平衡分布函数取

f
(0)
Α = tΑΘ 1 + 3 (eΑõ u) +

9
2

(eΑõ u) 2 -
3
2

ûuû 2

t0 =
4
9

; tΑ =
1
9

, Α= 1, 2, 3, 4; tΑ =
1

36
, Α= 5, 6, 7, 8 (4)

该模型演进时对应的宏观方程如下

5tΘ+ 5j (Θu j ) = 0 + O (Ε2) (5)

5t (Θu i) + 5j (Θu iu j ) = - 5ip + 5j (2v ΘS ij ) + O (Ε2) + O (Ε1M 3) (6)

式中　压力 p = C
2
s Θ; C s= 1ö 3 为波速; v =

2Σ- 1
6

; S ij =
1
2

(5iu j + 5ju i) ; M 为M ach 数; Ε与

N
- 1量级相当。

计算三维流动时常用与上述模型类似的三维正方体网格十五点模型。

113　压力计算和LB 方法的精度

LB 方法的 Θ有微小的压缩性 (这是实际流体存在的) , 故它能借用这个特点, 直接按等熵

状态方程 p = C
2
s Θ计算压力, 从而大大节省了工作量。LB 方法计算压力的方便性还表现在边界

条件上, 若给定了流速就不需再给压力, 如知道压力就不需要再给流速。

d2q9 模型对应的宏观方程 (5) (6) 与可压缩N S 方程很相似, 用它们逼近不可压的N S 方

64 水 科 学 进 展 第 12 卷



程时有三部分误差[1, 2 ]: ①O (Ε2) , 反映网格划分的粗细, Ε对应于空间步长; ②反映压缩性影响

的O (M 2) ; ③O (Ε1
M

3)余项。另外, 有关计算证明, 以上模型的波速C s= 1ö 3 , 粘性系数 v =

2Σ- 1
6

是很准确的[1 ]。所以, 在M ach 数很小, 即O (M 2) < O (Ε2)的情况下, 以上LB 模型能以空

间和时间二阶精度逼近N S 方程 (空间步长与时间步长比例关系一定, 故时间精度也可看作是二

阶的)。

114　LB 计算恒定N S 方程的改进模型

为使LB 直接计算压力的优点更突出, 本文给出一个适合计算恒定流场的改进模型。LBGK

方程 (1) 改写为

p Α( r + eΑ, t + 1) - p Α( r, t) = -
1
Σ [p Α( r, t) - p

(0)
Α ( r , t) ]　 (Α= 1, 2, 3, ⋯, b) (7)

式中　p Α和 p
(0)
Α 分别表示压力分布函数和压力平衡分布函数, 其它如前。对于正方形网格九点

模型, 改进模型其标志为 d2q9p (与 d2q9 模型相区别) , 参照式 (4) 得到平均分布函数 p
(0)
Α 的

表达式

p
(0)
Α = tΑ p +

Θ0

3
3 (eΑõ u) +

9
2

(eΑõ u) 2 -
3
2

ûuû 2 (8)

式中　Θ0 是恒定的流场平均质量; tΑ与式 (4) 同。每一计算时步, 压力和流速按下式计算

p ( r , t) = 6
Α

p Α( r, t) ; 　　u ( r , t) = 6
Α

eΑp Α( r , t) öΘ0C
2
s (9)

该模型运行时对应的宏观方程是

1
Θ0C

2
s
5tp + 5ju j = 0 + O (Ε2) (10)

5tu i + 5j (u iu j ) = -
1
Θ0

5ip + 5j (2vS ij ) + O (Ε2) (11)

式中　C s、v 和 S ij的值和表达式与 d2q9 一样。d2q9p 模型逼近不可压N S 方程时有空间误差

O (Ε2)。所以说, d2q9p 模型趋近恒定状态时, 能以二阶空间精度逼近恒定不可压N S 方程。

d2q9p 比 d2q9 计算压力更方便, 直接按式 (9) 就能得到压力场。

2　圆柱绕流压力场模拟分析

这里应用前述 d2q9 和 d2q9p 模型, 按基于插值的非均匀网格算法[1 ]进行计算。计算恒定绕

流用 d2q9p , 计算非恒定涡旋交替脱落用 d2q9。

将圆柱周围流场划分近密远稀的网格, 网格节点用如下极坐标表示

r i = R õ exp (118Πõ iönx ) , Ηj = 2Πõ j öny , ( i = 0, 1, ⋯, nx ; j = 0, 1, ⋯, ny ) (12)

式中　R 为圆柱半径。Η0= 0 对应于圆柱后驻点, Η0= Π对应于圆柱前驻点。

计算时给定远场边界条件速度U = 011 和压力 p ∞= 10。圆柱表面为非滑移固壁边界, 给定

u= v = 0, 压力未知。设圆柱半径R = 25, 流场划分 nx ×ny = 100×200 网格。

211　恒定绕流场模拟

针对R eyno lds 数 (R e= 2RU öv ) 从 10 到 200 的恒定绕流场, 用 d2q9p 模型进行模拟。表
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1 是所得的分离区长度L、分离角 Ηs、圆柱前驻点压力系数C p 1、圆柱后驻点压力系数C p 2, 以及
表 1　恒定圆柱绕流场参数比较

Table l1 Results of f low past a c ircular cyl inder

参　数 方　法
R e

10 20 40 100

L
R

Ηs (°)

C p l

C p 2

CD

A 0153 1188 4169 13111

B 01434 11786 41357

D 1182 4148 1217

E 01458 11820 41450 111376

A 2916 4317 5318

B 27196 43137 53134

E 25115 41144 53112 66103

A 01745 01634 01572 01530

B 01750 01637 01558

C 01632 01571

D 0164 0157 0153

E 01738 01639 01565 01531

A - 01371 - 01295 - 01255

B - 01346 - 01291 - 01277

D - 0127 - 0123 - 0117

E - 01378 - 01295 - 01243 - 01202

A 21846 21045 11522 11056

B 21828 21053 11550

C 11998 11494

D 21000 11498 11058

E 21864 21017 11504 11078

　 注: A 2D ennis & Chang ( 1970) ; B2N ieuw stad & Keler ( 1973) C2D ennis

(1973) ; D 2Fo rnberg (1980) [5 ]; E2本文LB 模型

阻力系数CD 的结果。文献 [ 5 ] 及

其引用的其他文献的成果也列于表

中, 以供比较。表中压力系数用C p

= (p - p ∞) öΘ0U
2 计算, 阻力系数

通过CD =∫
2Π

0
S õ nd l 积分得出, 其

中的 n 是圆柱面外法线, 应力张量

S = - p I + Θ0v (¨ u+ u¨ )。对比说

明, 无论回流区长度、分离角、压

力系数还是阻力系数, 本文结果与

文献中已有结果吻合, 差别均在允

许误差之内。图 2 为R e= 40 时的压

力系数空间分布图和流线图, 图 3

是不同 R e 的压力沿圆柱面 Η变化

曲线。分析可以看出, R e 变大压力

幅度减小; 最大和最小压力都在圆

柱表面; 其中最大压力点位于圆柱

前驻点; 最小压力点不在后驻点而

是位于圆柱对称的两侧, 且随 R e

增大而后移。这些与观察结果和文

献 [ 5, 6 ] 等给出的图案和曲线一致。

图 2　R e= 40 时压力系数分布图及流线图

F ig121 distribu tion of C p and the stream lines fo r

R e= 40

图 3　柱面上压力系数沿 Η变化曲线

　F ig131 varia t ion of C p s along Ηon the cylinder

surface

212　圆柱后涡旋交替脱落

用 d2q9 模拟R e= 160 的情况, 人为扰动获得圆柱后涡旋交替脱落。图 4 展示了计算时间步

t= 5 000 时的压力系数分布, 图中最大压力在前驻点附近, 最小压力已不在圆柱表面上, 而移到

圆后第一个大涡附近。图 5 则是相应的流线图和后驻点压力系数随 t 的变化过程。根据后驻点压
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力变化过程线可查出交替脱落的频率 f = 1öT = 1ö2675= 01000373832, T 为一个交替脱落周期

所对应的时间步数。算出 Strouhal 数 S t= 2f R öU = 2×01000373832×25ö011= 011869, 与其他

文献中 01185～ 01188 十分吻合。

图 4　R e= 160 时压力系数空间分布图

F ig141 Spatia l distribu tion of C p fo r R e= 160

图 5　R e= 160 流线图及后驻点压力系数变化过程

F ig151 Stream lines and C p 2 duration fo r R e= 160

3　结　　语

本文介绍并验证LB 方法的压力直接计算这个对流场模拟有巨大吸引力的优点。传统数值

方法模拟不可压N S 方程时, 须费时费力解压力 Po isson 方程, 而LB 方法则不需要。文中通过

对圆柱绕流的模拟和分析初步证明, LB 方法可直接用压力状态方程计算压力, 得出正确的和其

它方法精度相当的结果。

本文提出一种改进的适合计算恒定不可压N S 方程的模型。有必要提出更好的能模拟非恒

定不可压N S 方程的模型。另外, 有关LB 方法计算压力的精度问题需要进一步分析研究。
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D irect Ca lcula tion of Pressure by Lattice Boltzmann M odel
Ξ

CH EN G Yong2guang, SUO L i2sheng

(Colleg e of W ater Conservancy and H y d rop ow er E ng ineering , H ohai U niversity , N anj ing 210098, Ch ina)

Abstract: T he basics and the d2q9 ( tw o2dim en sional n ine2po in t ) model of the la t t ice

Bo ltzm ann m ethod are in troduced, and the advan tage of its d irect p ressu re calcu la t ion is

demon stra ted. A mo re eff icien t model fo r sim u la t ing p ressu re fields, nam ely d2q9p , an

imp roved version of d2q9, is p resen ted. U sing the model, 22D steady and un steady viscou s

flow s past a circu lar cylinder are sim u la ted. Good agreem en t betw een resu lts of the LB and

tho se of o ther m ethods show s that LB m ethod is a simp le, eff icien t and accu ra te app roach to

sim u la te p ressu re fields.

Key words: f low field; L at t ice Bo ltzm ann m ethod; sim u la t ion; p ressu re

< 书　讯>

《亚洲及太平洋地区 21 世纪防洪和管理的区域合作》即将出版

联合国亚洲及太平洋地区经济和社会理事会 (ESCA P) 对本地区各国防洪管理的经验进行了回顾和总结,

并收集了发达国家河流防洪与管理的经验, 编撰成 R egional Cooperation in the Tw enty2F irst Cen tu ry on F lood

con tro l and M anagem ent in A sia and the Pacific (《亚洲及太平洋地区 21 世纪防洪和管理的区域合作》)一书。该

书总结了亚太地区的防洪实践和经验、防洪与管理的进展、主要问题及发展趋势; 提出了亚太地区 21 世纪防洪

管理的区域合作和合作框架; 分析了泰国、澳大利亚等国及其河流洪水特性、防洪与管理的进展与成就、未来管

理策略等内容; 并且详细地介绍了一些发达国家防洪与管理经验, 如美国密西西比河 280 年的河流管理与防洪

经验及莱茵河流域防洪与管理的新进展等。

该书由水利部南京水文水资源研究所教授张海仑 (原 ESCA P 自然资源司长) 主持编译, 黄河水利出版社正

式出版, 全书 16 开本, 约 26 万字, 订价每册 20 元。

本书可供从事水利水电防洪工作人员阅读, 也是有关规划、设计、管理、科研部门和有关院校师生的参考材

料。欲购该书可径直和水利部南京水文水资源研究所内《水科学进展》编辑部储开凤小姐联系。地址: 南京西康路

一号。邮编: 210024, 电话: (025) 3713777- 50747; 传真: (025) 3737861。
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