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康吉洪水演算方法的稳定性分析
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摘要
6
基于运动波差分解的数值扩散

,

在一定条件下可 以模拟扩散波物理扩散的概念
,

利用有

限差分方法
,

建立 了马斯京根
一

康吉洪水演算方法
。

对于该差分格式中的权重系数 :
,

国内外长

期以来没有统一的定论
。

本文据此利用 < .2 %=1 >
? 稳定性分析方法

,

对该差分格式进行了较为

深人的分析
,

且得到了该差分格式的稳定性条件
。
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用 以描述一维非稳定明渠水流的扩散波简化法被广泛地使用于河道洪水演算之 中
,

它通过

忽略圣维南方程组中的动力方程中的惯性项后与连续方程联立求解而得
,

经大量的实践证明
,

不失为一种既具有足够精度又相对简单的洪水演算方法
,

其控制方程为川

豁二豁
Χ ”

貂 3/5

式中 Δ 为流量 ≅

在式 3� 5中
,

其运动方程为

1 和 # 分别为扩散波的波速和扩散系数
,

此处假设这两个系数均为常数
。

若只考虑对流项
,

而不考虑扩散项
,

则该式表示洪水波运动的运动波方程

Ε 口 二
嘿

Φ “

嘿
Χ 。

、 口 Γ 口 戈
3� 5

式中 Ε Δ 为运动波微分方程的记号
。

式 3�5 的解析解不能反映天然河道 中既传播又衰减的洪水波运动
。

但若采用某一差分格式
,

将式 3� 5化为差分方程
,

则必将带来截断误差
。

在满足一定条件下
,

可以应用运动波的数值扩散

来模拟扩散波的物理扩散
,

从而达到数值求解式3/5 的计算效果
。

Η 12 Ι= 川于 �8 !8 年首次对此问

题进行 了研究
,

并获得了一种演算格式
,

本文称之为马斯京根
一

康吉方法
。

Η1 2Ι =ϑ
’Κ在得到马斯京根

一

康吉演算法 的同时
,

还对该格式 中的权重系数 4 进行 了研究
。

他认为该格式之所以能够模拟洪水波的衰减作用
,

主要是由于权重系数 4
、

Λ
、

&.1 ΜΝ 2Γ 数
Μ 以

及波速
1 的共同作用

,

尤其是 : 的作用
。

他提出当  鉴 : ‘  
0

Ο 时
,

该有限差分格式稳定
,
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则不稳定
,

且随着权重系数 4 的增加
,

洪水波的衰减速度降低
,

直到 : 为  
0

Ο 时
,

洪水波不

再衰减
。

“外基于圣维南方程组得”了 尤 Χ

钟
一

瓦儡
≅

5
,

Δ Θ
稳定流量 ≅

Ρ Σ
底坡 ≅ 刀

为河宽
。

国内外许多学者对该格式进行了研究
,

对 : 的取值大多数学者直接引用 Η12 Ι= 的结论
,

认

为权重系数满足 。《 : ‘  
0

Ο〔�
一

Ο
〕

,

也有人认为满足 : ‘  
0

Ο 即可 ϑ!Κ
。

马斯京根
一

康吉演算方法中的权重系数 4 与马斯京根方法中的流量比重因子
:
相当

。 6
表

示上
、

下断面流量在槽蓄量中的相对权重
,

大多数河流的
:
值在  一  

0

Ο 之间
,

但也有
6 Τ  的

情况
。

据分析认为 ϑ!Κ
, 二
值与特征河长 / 有关

,

且满足
6 Χ  

0

Ο 一 /Υ� Ε
,

如果河长 Ε Τ /
,

则
6

Τ  
。

综上可以看出
,

对于马斯京根
一

康吉洪水演算方法 中的权重系数 4
,

国内外长期 以来没有

统一的定论
。

本文就此问题进行分析探讨
,

且得到了有益的结论
。

� 马斯京根
一

康吉演算法 ϑ’
一

Β 」

如果采用 四点偏心加权差分格式
,

即

: 3必
, 一
酬5 Φ 3� 一 : 53嵘、

一
必

Φ �
5

△ Γ
一一

口
了
一Γ刁一日

刁Δ

Ν 男

则式 3� 5变为差分方程

州 创六、
一

刃
‘5 Φ

3�

△:

一 ς 53创
Φ ≅ 一

必5
3Β 5

Ε 2 Δ Ω
旦皿兰卫全已上卫3必丛二盗卫

‘告 否

Χ  

1 ς3以认
一

衅
‘5 十 3� 一 Λ53必

十 / 一 口庵5
Φ

—
式中 4

、

Λ 分别为时间差分的权重和空 间差分的权重 ≅ Ξ
、

Ψ分别为空间和时间格点号 ≅

为运动波差分方程的记号
。

将式 39 5进行 Α Νς /.Μ 级数展开
,

且作若干数学处理
,

最终得到下式ϑΖ, Β 〕

39 5

), Δ

豁
Φ ·

豁
一 。

架
Χ

Ε2 。
一 。

一 3Ο 5

式中
。 6 为运动波差分方程 395 与微分方程 3�5 之间的二阶精度截断误差

,

且必须满足条件

[△·

∴3合
一 二

5
Φ ·

3合
一 Λ

5�
Χ 刀

3! 5

式中
≅ Χ 1 △ ΓΥ △ : ,

为 &.1 ΜΝ2 Γ 数
。

由式 3Ο 5可以看出
,

当应用差分格式 3Β 5
,

将运动波方程式 3�5 化为式 39 5时
,

由于截断误差的

影响
,

式 395 的解仅是式 3� 5的一阶精度解
。

如果条件式 3!5 成立
,

则差分方程 395 的解变成为扩

散波方程 3/5 的二阶精度解
。

也就是说
,

只要式 3!5 得 以满足
,

不仅可以获得用运动波方程 的数

值扩散来模拟扩散波的物理扩散的效果
,

而且解的精度提高到二阶 ϑ‘
一

Β Κ
。

在式 3!5 中
,

令 Λ Χ �Υ �
,

得到用运动波的数值扩散模拟扩散波物理扩散的条件为

4 Χ

在满足式375 的情况下
,

从式 395 中解出

37 5一男

#一△
一

�一�
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其中 &/ 二

]:
Φ

粤△
,

乙

& /
必

Φ & ⊥

刃

粤
△。一

]:
么

、3� 一 : 5 十 粤
△ 6

⊥

、3� 一 : 5 Φ

李
△ 6

乙

& Β Χ

、3� 一 : 5 一

李
△‘

艺

、3� 一 : 5 Φ

李
△‘

⊥

] 二 △: Υ 1
为洪

水波在 △:
长度内的传播时 间

。

式 3;5 与熟知的马斯京根法 形式完全一样
。

由于该方法是

Η1 2Ι =川首先提出的
,

故称由式 3; 5构成的洪水演算方法为马斯京根
一

康吉法 ϑ�Κ
。

� 差分格式的稳定性分析

因为该差分格式为显式 的
,

通常不能构成无条件稳定
,

需要研究它的稳定性
,

此处采用

%=1 Μ2Ν
2 2 法来分析该差分格式的稳定性

。

为研究问题的普遍性
,

考虑 Λ 为一般值
,

先研究此时的四点偏心差分格式 39 5的稳定性条

根据 <.2 % =1 > Ν2 2 稳定性分析方法
,

将 恻表示为傅立叶
一
模数型解

,

即
、

、、
产

_夕 
Μ⊥、0 0几

⊥‘
、

酬

> Χ 、厂巧
,

为虚数 ≅ ⎯ 为模数
。

2.

中∃.件式

由式385 可知

将式 385 和 3� 5代人式 39 5
,

经整理后得

二 宁= : ⎯ 3> Ξα△二 5

必
‘ Χ 宁创

类ϑ 。
· , = : ⎯ 3> 勿△二 5 一 。= : ⎯ 3> 动△二 5〕尸干产β。

· , = : ⎯ ϑ > 3‘

‘公 乙 ‘决 今

Φ � 5⎯△ 6
Κ

一 宁= : ⎯ ϑ > 3‘十 � 5, △二
Κ χ Φ

兴β。
· ‘= : ⎯ ϑ > 3、 Φ � 5, △二 Κ

名0 占汤

宁
Φ ’= : <3> Ξα△:

5 χ

1 3� 一 Λ5
0 , , 。 ,

0 , 、 人 6 , , ,
0 Σ 、 ,

Φ
?

一一万不甲一一 χ灯 = 4 αΕ 矶气乙 Φ � Υ α公劣 + 一 叮 = 4 α 气爪切公劣 Υ /
名盛 4

Χ  

将上式两边 同乘以 △ΓΥ =: ⎯ 3功动△:5
,

经整理后得

3夸一 � 5ϑ 4
Φ = : ⎯3呷△: 5 一 4 = : ⎯3呷△ : 5Κ

Φ Μ
ϑ
= : ⎯ 3呷△: 5 一 �〕3�

一 Λ Φ 玲5
Χ .

上式又可以改写为

宁ϑ 34
一 Μ ς 5 Φ = : ⎯ 3呷△二 53� 一 : Φ Μ ς 5〕

Χ 4 一 Μ ς Φ Μ Φ = : ⎯ 3呷△6 5
·

3一 : 一 Μ Φ Μ ς 5

令
。 Χ 4 一 Μς

,

δ Χ � 一 4 Φ
ΜΛ

, 。 Χ Η. Ρ3 ⎯ △二 5
,

ε 二 。Ξ2 3⎯ △6
5

,

则上式简写为

宁3Ν Φ δ Η Φ > δε 5
Χ Ν Φ Μ Φ 3δ 一 6

5
。 Φ > 3! 一 6 5‘ 3� � 5

由 < . 2 % = 1 > Ν2 2 法可知
,

该差分格式稳定 的条件 为 /引 簇 /
,

此时差分解保持有界
。

由式

3�� 5
,

得

、、声尹、、矛
口

�内、�
‘� ‘� ‘了、了心

、

! 宁  ∀ #
∃ % & % ∋ ( 一 &

)
。
∗
∀ % ∋石 一 + ) ∀ 己∀

一 ∋ 。 % 。, )
, % 。, 己,

( 一 &
)
∀ − ∀ ‘ ∋

∃ % 石。 )
∀ % 占∀ .∀

/)将

即

化简为

式中

#
∃ % 0 %

∋ (
一 &

)
。
∗
∀ %

! 一 。 1  一 。2 3 ∋ 尸△ 0 )非负
,

所以

∋ 45

一 ( % &
) ∋ !

一

∃ 一 ( % & 蕊 2
,

鉴 2

∃ 和 ( 代入后得

! ) % +
∋ ! 一 4 6 ) 簇 2 ∋  7 )

由式 ∋  7) 可知
,

该差分格式的稳定性条件为
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4 蕊  
0

Ο
,

Λ 〕  
0

Ο
, Μ 蕊 �

当 Λ Χ �Υ� 时
,

四点偏心差分格式 39 5即为马斯京根
一

康吉演算格式
,

3� Ο 5

对应 的稳定性条件变

4 落  
0

Ο
, Μ 蛋 � 3� ! 5

Β 结 语

本文应用运动波的数值扩散模拟扩散波的物理扩散
,

建立 了马斯京根
一

康吉洪水演算方法
,

利用 ∃ .2 % =1 /2Ν
2 2
方法对该方法的稳定性条件作了较为深人的分析探讨

。

得到了该演算格式的

权重系数 4 蛋  
0

Ο 的结论
,

且从另一个侧面验证了马斯京根方法的流量 比重因子
6 毛  

0

Ο 的正

确性
。
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