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摘要: 以修正后适用于高颗粒雷诺数的粒子非恒定运动方程为基础, 将该方程无量纲化 , 定义了一般流场中粒子跟

随性的概念, 给出了粒子跟随性的数学表述。据此对典型流场中粒子的运动进行了数值计算, 并定量分析了粒径、

密度等参数对不同流动中示踪粒子跟随特性的影响。
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在研究了流场中刚性球形粒子的非恒定运动方程并构造了相应的数值计算方法后, 对有关流场中粒子的跟

随性进行定量的计算研究。由于实际流动的复杂性, 不能表达为具体的已知函数, 而求解粒子运动方程要求背

景流场为已知条件, 对于这一问题, 我们设想根据流体运动的基本属性进行流动分解, 即按瞬时脉动、剪切旋

涡运动等特性, 选定几种部分具有这类性质的已知流场, 计算其中刚性粒子跟随流体的运动特性。关于粒子跟

随性的概念, 对于某一物理参数的粒子而言, 以往的研究主要是指粒子相对流体运动速度随时间变化的关系。

在流体力学实验研究中, 通过流动显示可以揭示复杂流动结构。随着激光测速技术的快速发展, 示踪粒子定量

流动显示, 即 PIV技术已能够获得流场瞬时结构的信息, 这对湍流实验研究而言是特别重要的。因此, 粒子的

跟随性应包括粒子相对速度随流场空间尺度的变化关系, 以及粒子运动迹线与恒定或准恒定流线的相对关系。

本文以高颗粒雷诺数下粒子的非恒定运动方程为基础, 取时间、密度和速度作为基本特征参数对方程进行

无量纲化, 引入一般流场中粒子跟随性的概念, 进而给出粒子跟随性的数学表述。据此对均匀振荡流、自由涡

和Stuart涡等典型流动中粒子的运动进行数值计算, 给出粒子相对速度随时间或空间尺度的定量变化关系, 并

分析粒径、密度等参数对不同流动中示踪粒子跟随特性的影响。

1  方程的无量纲化与粒子跟随性的数学表述

高雷诺数下粒子非恒定运动方程为[ 1, 2]
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式中  c1= 1+ Rep
0�687为准恒定Stokes阻力修正系数,采用标准阻力曲线拟合经验系数。非恒定阻力的修正系数

分别为[ 3]
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式中  KS 为 Saffman升力系数
[ 4]

; v、vp 分别为与 u、up 方向垂直的流体和颗粒的横向速度分量; #为流体横

向速度梯度; 修正系数 CLS为
[ 5]
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(1 - 0�331 4∃0�25) exp(- Rep / 10) + 0�3314∃0�25,   Rep ∀ 40
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  考虑对粒子运动方程(1)进行无量纲化。取时间、密度和速度为 3个无量纲化的基本参数, 其中特征时间取

粒子的Stokes弛豫时间, 即

T = ( �sD
2
) / 18 

流场特征速度设为 U= ua , 特征密度为流体的密度 �f。利用上述特征参数对以下各物理量作无量纲化:
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式中  ∃ * % 表示无量纲量。将上述关系代入式(1)中, 整理成分量形式得
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  由前面讨论知, 当背景流场已知时, 给定颗粒初始速度后可以求得方程(2)的惟一确定解。由方程(2)可见,

无量纲化的粒子运动速度的解应具有如下函数关系(以二维场为例) :
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在任一速度分量方向上可定义粒子跟随性的函数关系式为
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由此可见, 即使是球形刚性粒子, 在一般条件下影响其对流体跟随性的因素仍然是相当多的。本文将主要关注

粒子相对速度在典型流场中随粒子物理特性即粒径和密度的变化关系, 因为实际中这两个参数最有可能人为加

以控制。

2  典型流场中粒子运动的数值分析

2�1  均匀振荡流场中粒子的跟随性

对于振荡流场中粒子的跟随性问题, 可取无量纲速度场为随时间变化的正弦函数, 即
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为无量纲振荡频率。在不计外势力作用时, 粒子运动方程可简化为(为书写方便, 以下

均略去各参数的无量纲记号∃ * %)
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因此粒子相对流体运动速度 Wp 与各参数的函数关系式( 3)简化为

Wp = F2( �s, D, %, up0, t )

  注意到振荡流存在速度振幅这样一个特殊参数, 它也是前面进行无量纲化时的特征参数之一。计算表明,

粒子跟随流体的运动基本上亦是一种振荡运动, 不过其相位、振幅和频率都将不与流体相同。据此进一步定义

29 第 1期 黄社华、魏庆鼎:激光测速粒子对复杂流动的响应研究 � � � �典型流场中粒子跟随性的数值分析



均匀振荡流场中粒子的跟随性为

              Wpmax = max
0∀ t ∀ t

m

( u - up ) = F3( �s , D, %, up0) (5)

式中  tm 为从粒子开始作非恒定运动到粒子作准周期振荡运动时的某一时间段。

选择空气和水作为计算流体, 分别改变粒子的密度、粒径和流体的振荡频率这 3个参数进行振荡流中粒子

速度的数值计算, 可以得到式(5)的定量结果。当背景流体为水时, 取特征密度 �= 999�87 kg/ m3
, 水的动力粘

性系数为  = 1�72 & 10- 3 kg/ ms(0 ∋ 时) , 水中示踪粒子的无量纲密度范围取为 �s= 0�001~ 2�65。在此范围内选
择一些无量纲密度值, 根据通常采用的有量纲粒子粒径范围 D = 1  m~ 1 mm 内, 相应地无量纲粒径范围为

0�01168~ 30 960, 计算结果如图 1、图 2所示。

  图 1 水流中粒子跟随性与无量纲粒径的关系      图 2 水流中粒子跟随性与无量纲密度的关系

    Fig�1 Relations of particle relative velocity to       Fig�2 Relations of particle relative velocity to

dimensionless particle diameter in water dimensionless particle density in water

如果粒子在空气中运动, 则特征密度相应取为 �= 1�293 kg/m3
, 空气的动力粘性系数为  = 1�709 & 10- 5

kg/ ms。按照空气中示踪粒子的类型, 可得其无量纲密度变化为 �s= 10~ 2 049�5。对应某一密度, 类似地确定

无量纲粒径范围为 0�000 1593~ 23�76, 计算结果如图 3、图 4所示。

   图 3 空气中粒子跟随性与无量纲粒径的关系      图 4 空气中粒子跟随性与无量纲密度的关系

    Fig�3 Relations of particle relative velocity to        Fig�4 Relations of particle relative velocity to

dimensionless particle diameter in air dimensionless particle density in air

为研究流体振荡频率变化对有限雷诺数下粒子运动的影响, 考虑示踪粒子粒径 D= 0�1mm, 密度 �s= 2 650

kg/ m3或 999�87 kg/m3
, 分别取空气和水为背景流体, 流体振荡频率的变化范围为 %= 50 ~ 5 000Hz, 计算结果
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如图 5、图6所示。

   图 5 水流中粒子跟随性与振荡频            图 6 空气中粒子跟随性与振荡频  

率的关系( D= 0�1 mm) 率的关系( D= 0�1 mm)

 Fig�5 Relations of particle relative velocity to oscillating   Fig�6 Relations of particle relative velocity to oscillating

frequency in water flow ( D= 0�1 mm) frequency in air flow ( D= 0�1 mm)

2�2  自由涡与点源复合流中的粒子运动

设无量纲二维自由涡与点源复合流(以下简称自由涡源)为

u =
- &y + Qx

x
2

+ y
2 ,   v =

&x + Qy

x
2
+ y

2

其中 &、Q 分别为旋涡和点源的强度。令颗粒初始速度与流体相同, 颗粒初始无量纲位置为 x 0= 0�1, y 0= 0,

类似上节地改变颗粒粒径和密度计算强迫涡源中示踪粒子运动, 其中计算粒子运动轨迹时用到以下关系:

up =
dx
dt

,   vp =
dy
dt

  而粒子相对速度则定义为 Wp = ( u- up )
2+ ( v- vp )

2
u
2+ v

2
, 这里考虑了流场中实际上不存在特征

速度的特点。计算得到的自由涡源中粒子运动特性如图 7~ 图 10所示。

    图 7 自由涡源中粒子相对运动速度沿         图 8 自由涡源中粒子相对运动速度

径向的变化( �s= 2�65) 沿径向的变化( �s= 1�0)

   Fig�7 Variations of particle relative velocity along      Fig�8 Variations of particle relative velocity along

radial direction in combined flows of free radial direction in combined flows of free

vortex with source ( �s= 2�65) vortex with source (�s= 1� 0)
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    图 9 自由涡源中粒子相对运动速度沿       图 10 自由涡源中粒子相对运动速度

径向的变化( �s= 0�1) 沿径向的变化( D= 0�1 mm)

 Fig�9 Variations of particle relative velocity along      Fig�10 Variations of particle relative velocity along

radial direction in combined flows of free vortex radial direction in combined flows of free vortex

with source ( �s= 0�1) with source ( D= 0�1 mm)

2�3  Stuart涡中的粒子运动

Stuart涡流是一种比较特殊的旋涡运动, 因其流动外观形态的原因又称为一种∃猫眼%状流动(图 11)。我们

认为这种旋涡运动与实际剪切层流动中的某些离散涡系具有一定的相似之处, 因而考察其中示踪粒子的运动特

性。无量纲化的 Stuart涡流场可用下列函数描述:

u =
sin( y )

cosh ( y ) - 0�5cos( x )
,   v =

0�5sin( x )
cosh( y ) - 0�5cos( x )

  设粒子初始速度与流体相同, 颗粒初始无量纲位置为 x 0= 6�28, y 0= 0�1, 或 x 0= 9�42, y 0= 0�1, 改变颗

粒径和密度计算 Stuart涡中示踪粒子运动。关于不同初始位置对 Stuart涡中粒子运动的影响, 考虑示踪粒子粒

径 D= 0�1mm, 密度 �s= 2 650 kg/m3
, 取水为背景流体进行计算, 结果如图 12~ 图 16所示, 其中径向指流场

中任一点到某一 Stuart涡中心的位移。

       图 11 Stuart涡流线           图 12  Stuart涡中粒子相对速度沿 x 向的

变化(�s= 2� 65, x 0= 9�42, y 0= 0�1)

    Fig�11 Streamline of Stuart vortex     Fig�12 Variations of particle relative velocity along x direction

in Stuart vortex ( �s= 2�65, x 0= 9�42, y 0= 0� 1)
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  图 13 Stuart涡中粒子相对速度沿 x 向的       图 14 Stuart涡中粒子相对速度沿径向的

变化( �s= 1�0, x 0= 9�42, y 0= 0� 1) 变化( �s= 0�1, x0= 9� 42, y 0= 0�1)

Fig�13 Variations of particle relative velocity along x    Fig� 14 Variations of particle relative velocity along radial

direction in Stuart vortex(�s= 1�0, x 0= 9�42, direction in Stuart vortex( �s= 0�1, x 0= 9�42,

y0= 0� 1) y 0= 0�1)

   图 15 不同初始位置的粒子相对速度沿 x 向    图 16 粒子与流体绝对速度的角度差沿径向

的变化( �s= 2�65, D= 0�1 mm , x 0= 9�42) 的变化( �s= 2�65, x 0= 6�28, y0= 0� 1)

  Fig�15 Variations of particle relative velocity along x   Fig� 16 Variations of angle difference between particle

direction for various initial positions in vortex and f luid velocity vector along radial direction

( �s= 2�65, D= 0�1 mm , x 0= 9�42) (�s= 2�65, x 0= 6�28, y 0= 0�1)

3  计算结果分析

由图 1和图 3可见,在粒子无量纲密度一定时,随粒子无量纲粒径的减少(相应有量纲粒径的增加) , 一般情

况下粒子相对流体运动速度将增加。对于一定粒径的示踪粒子, 随粒子无量纲密度的增加, 粒子的跟随性存在

两种变化趋势: ( 当无量纲密度小于 1�0时, 随着无量纲密度的增大, 粒子的相对速度减小; ) 当无量纲密度
大于 1�0时, 随着无量纲密度的增大, 粒子的相对速度亦增大, 如图2和图4所示。特别是, 当粒径一定时, 在

无量纲密度接近于 1�0的附近, 粒子的相对速度衰减很快。当粒子无量纲密度为 1�0时, 即粒子与流体密度相

等时, 在本文讨论的粒径范围内, 粒子最大相对速度几乎等于零, 并且当粒子粒径变化量基本保持不变

(见图 1)。这一性质表明, 与流体密度相等的中性悬浮示踪粒子对流体具有很好的跟随性。对于粒径和密度一

定的粒子, 由上图(图 1和图3)还可见, 其对水流的跟随性要比在空气中强得多, 这是由于粒子与流体的密度
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比在两种情况下相差很大的缘故, 所以用密度比(即相对密度或无量纲密度)作为考量粒子跟随性的参数之一是

很合理的。因此,在实际中根据被测流体的密度大小尽可能地选择密度与之接近的粒子作为激光测速的示踪粒

子, 将可获得较好的测速精度, 同时允许选择适当大粒径的粒子以改善取样信号质量。

图5和图 6分别示出了水流和空气中某一粒径和密度的粒子相对速度与流体振荡频率的关系。当无量纲密

度不等于 1�0时, 随振荡频率的增加, 水流中示踪粒子的相对速度单调增大。在空气中示踪粒子的相对速度先

是随流体振荡频率的增大而迅速增大, 并超过流场特征速度值(无量纲相对速度大于 1�0) ; 在达到某一极大值

后随流体振荡频率的增大而逐渐减小, 并趋近于流场特征速度。在上述情况下粒子对两种流体的跟随性都较

差。此外同样特殊的是: 如图 5所示, 当无量纲密度为 1�0时, 粒子相对速度趋于零, 基本上不随流体振荡而

变化。因此, 与流体密度相同或很接近的示踪粒子也可以较好地跟随流体的高频运动。

由图 10和图 12~ 图 14可见, 在各种旋涡流场中, 粒子的跟随性与无量纲密度的关系类似于均匀流场中的

情形。在旋涡流场空间任一点上, 当 �s< 1�0时, 粒子相对速度较大; 当 �s> 1�0时, 随着粒子无量纲密度的

增加, 粒子相对速度增大。当 �s= 1�0时, 在本文讨论的粒径范围内, 无论粒子大小如何, 粒子相对速度以及

绝对速度角度差在旋涡场的任一位置点上都趋于零。这一性质说明, 与流体密度相等的中性悬浮粒子对有剪切

结构存在的流场也具有很好的跟随性。由此可以希望, 采用与流体密度相等或接近的适当粒径的粒子作为激光

测流的示踪粒子, 对复杂流动的测量亦有潜力并能获得较高的精度。

旋涡流场中粒子相对运动速度和粒径的关系与均匀流中的情况正好相反, 随着有量纲粒径的增大, 一般情

况下粒子相对速度下降, 即跟随性变好, 如图 7、图 9、图 12和图 14所示。此外粒子与流体的绝对速度角度

差与粒径的关系也是如此(图 16)。其中例外之一是,当密度比 �s= 1�0时, 粒子对流体有很好的跟随性, 且不随

粒径变化(图 8和图 13)。另一种例外情况则是,在 Stuart涡中, 当 �s= 0�1时, 粒子相对速度随有量纲粒径的变

化趋势是: 在 D < 0�1mm时, 随着粒径的增大而增加, 而后在 D > 0�1mm 时, 却随着粒径的增大而减小。旋

涡流中上述粒子跟随性和粒径的关系与一般直观常识很不相同, 这一研究结果值得引起关注。这一发现将意味

着, 对于类似于或具有旋涡运动性质的复杂流动的测量而言, 激光示踪粒子并非越小越好。

在其它条件相同时, 与均匀振荡流中的粒子运动相比, 旋涡流中粒子对流体的跟随性较差。主要表现在粒

子无量纲相对速度在均匀流场中一般不大于 1�0(密度比远远大于 1�0或远远小于 1�0时除外) , 即不大于振荡

流体特征速度的 100%。而在旋涡流中, 粒子无量纲相对速度是空间位置坐标的函数, 并且与粒子初始位置有

关(图 15)。随着空间位置的不同, 粒子相对运动速度可在较大的范围内变化, 而且其数值经常大于 1�0, 即大

于当地点流体速度的 100%。此外, 在旋涡中即使粒子绝对速度的幅值与流体速度幅值大小相等, 粒子相对速

度也不一定为零。这就是说, 在有结构的流场中粒子运动还存在向量角度的跟随性问题。由图 16 可见, 在

Stuart涡中速度的角度差达 0�2 rad以上。

4  结   论

通过计算不同流场中球形刚性粒子的非恒定运动, 对复杂流动中激光测速粒子的响应特性进行了数值参数

化研究, 分析了粒子的粒径、密度以及初始位置等参数对粒子跟随性的影响。得到的主要研究结果如下:

(1) 定义了一般流场中粒子跟随性的概念, 并基于高颗粒雷诺数球形刚性粒子非恒定运动方程给出了粒子

跟随性的数学表述。

(2) 旋涡流中粒子的跟随特性比在均匀非恒定流中差, 流场的非均匀性使得粒子所受作用力的大小随空间

位置变化, 进而使粒子运动轨迹、粒子运动速度与粒径、密度以及初始位置的关系变得更为复杂。

(3) 示踪粒子的粒径和密度对其跟随性有重要影响, 其中密度参数的作用尤为明显。特别是, 对于与流体

密度相等的中性悬浮粒子, 相对速度以及绝对速度角度差在不同流场的任一时间和空间点上都有趋于零的特

性, 表明中性悬浮粒子对复杂流具有很好的跟随性。
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(4) 对速度分布比较均匀而随时间剧烈脉动的流场, 小粒径(< 0�01mm)的粒子对流动具有较好的跟随性;

如果流场因速度梯度大而很不均匀, 例如存在大尺度的旋涡运动, 则激光示踪粒子并非越小越好。
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On velocity response of tracing particles in laser�based velocimetry

to complex flows, 2, numerical analysis of sliding

velocity of tracing particles in various flows
�
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Abstract: Application of the laser�based velocimetry to experimental researches of flows is closely involved in tracking ability

of part icles whose density or initial velocity is different from that of fluid. Based on the non�dimensional particle transient mo�
tion equation for high particle Reynolds number, a concept of velocity of small particles in response to arbitrary flows are pre�
sented and described mathemat ically. In various typical flows, the part icle∗ s transient motions are investigated numerically,

and the effects of several parameters, such as particle diameter and density, on particle∗ s velocity in responses to flows are an�
alyzed quantitatively.
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