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摘要 : 求解以水位为变量的连续方程 , 并根据 Navier2Stokes 方程压力修正算法的基本思想 , 建立了浅水方程的水位

修正算法 , 放宽了对离散时间步长的限制。通过对离散方程系数矩阵的重新构造 , 建立了高分辨率有限元格式 , 该

格式既具有较高的离散精度又避免了数值解的伪振荡。对动量方程的阻力项做负坡线性化处理 , 提高了露滩计算

的稳定性。数值模拟结果与解析解吻合良好 , 表明所建立的数值计算方法是正确的和可靠的。
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具有自由表面的浅水流动问题广泛的存在于水利、海岸和环境等工程领域 , 浅水流动在数学上可以由浅水

方程描述 , 若给定适当的初边值条件 , 则构成独立的定解问题 , 可进行数值求解。尽管雷诺平均的 Navier2
Stokes (N2S)方程足以用于计算浅水流动问题 ,但由于受计算机条件及数值计算技术的限制 , 解决大尺度的实际

工程问题还是颇费时间的。因此 , 在过去 20 多年的时间里浅水流动的数值模拟技术得到了长足的发展和广泛

的应用[1～5 ] 。

然而 , 由于受表面重力波波速的限制 , 浅水方程的离散与求解对时间步长要求非常严格 , 从而降低了浅水

模型的计算效率 , 这也是很多三维浅水模型使用模式分裂技术的一个主要原因[6 ] 。对于实际的工程问题 , 底高

程往往变化较大 , 较之水深、水位在空间的变化往往要缓慢一些。因此 , 本文求解以水位为变量的连续方程 ,

并参照 N2S 方程压力修正算法的基本思想[7 ] , 建立了浅水方程的水位修正算法。

对于双曲型问题及对流占优问题 , 对流项的 Galerkin 有限元离散虽然具有较高的精度 , 但由于未充分考虑

到对流的上风影响效应 , 导出的离散方程具有某种程度的病态性质 , 即系数矩阵的严重非对称性及非对角占

优 , 因而往往造成震荡的数值解。简单的一阶迎风格式虽然可以有效地消除数值振荡 , 但往往引入了过大的人

工耗散 , 造成离散精度下降及间断抹平现象。20 世纪 80 年代发展起来的高分辨率格式 , 如 TVD[8 ] 、ENO[9 ]格

式是解决上述问题的有效方法。在高分辨率格式中 , 通过引入与解的性质有关的限制因子Limiter , 使格式既具

有较高的离散精度又避免解的高频振荡。本文利用非结构化网格条件下引入的 Limiter 保证格式的高分辨率性

质 ———离散的高精度与解的保单调性。

浅水流动数值计算的另一个主要困难是露滩问题 , 关于动边界问题的有效解决方法仍需加强研究。本文在

固定网格条件下 , 对动量方程中的阻力项作负坡线性化处理 , 以期提高模型处理露滩问题的能力。

1 　浅水方程

对于平面大范围的自由表面流动 , 水深尺度一般远小于平面尺度 , 可引入浅水假设来简化基本的守恒方

程。浅水方程最基本的假设是沿水深方向的静水压力分布假设 , 在此假设前提下可导出三维浅水方程。若进一

步引入水深方向的平均化 , 即可导出目前广泛应用的平面二维浅水方程。
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连续方程
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式中 　水位函数 Z 定义为 Z = Zb + H; Zb 和 H 分别为床面高程和水深 ; u、v 分别为 x、y 方向的水深平均的流

速 ; ν、C 分别为涡粘性系数和谢才阻力系数。

浅水方程是 N2S方程的有效简化形式 , 通常能够满足工程精度的要求 , 且在以下两方面大大简化了一般自

由表面流的数学模型。首先 , 静水压力假定的引入 , 避免了一般不可压缩流压力计算的困难 ; 其次 , 通过定义

水位函数 , 质量守恒方程转化为水位演进的控制方程 , 从而可以方便地确定自由表面的位置。

2 　水位修正算法

式 (1) ～式 (3) 为浅水流动过程中描述 ( Z , Hu , Hv) 随时间 ( t) 和空间 ( x , y) 的发展变化规律。从时间发展方

程的角度来讲 , 在经过空间离散后 ,式 (1) ～式 (3) 分别构成 Z , Hu , Hv 关于时间的常微分方程组 , 可以采用多

种时间推进法如 Runge2Kutta 法、显式时间差分法等进行求解。受稳定性条件的限制 , 显式时间推进法要求采用

较小的时间步长。本文采用隐式时间推进法 , 为简化隐式迭代求解的复杂性 ,采用顺序求解方程式 (1) ～式 (3)

的方式计算水位 Z 和 x、y 方向上的单宽流量 Hu、Hv。

动量方程的时间离散可写成
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式中 　下标 0 代表上一时间步的变量。若给定水位的迭代值 Z′,则可以由动量方程式 (4) 、式 (5) 求得单宽流量

Hu、Hv 的迭代值 ( Hui)′。

对连续性方程 (1) 作隐格式离散可得

Zn+1 - Z0

Δt
+

5 ( Hu) n +1

5 x
+

5 ( Hv) n +1

5 y
= 0 (6)

设上一顺序求解迭代步的水位为 Z′, 一次顺序求解迭代步的水位修正量为δZ , 即

Zn+1 = Z′+δZ (7)

为加快隐式顺序求解的收敛速度 , 在求解连续方程式 (6) 时 , 适当考虑水位修正δZ 与单宽流量 ( Hui)′的迭

代修正耦合。分析动量方程 , 可以建立如下形式的迭代关系式以加快迭代收敛 :

( Hui)
n+1 = ( Hui)′- α g H

5δZ
5 x i

Δt (8)

式中 　i = 1 , 2 ; ( Hui)
n + 1为第 n + 1 时间步的单宽流量 ; Δt 为时间步长 ; ( Hui)′为上一顺序求解迭代步的单宽

流量 ; α为水位修正与单宽流量修正的迭代耦合参数 , 当α= 0 时 , 意味在应用式 (6) 求解 Zn + 1时 , 采用的是上

一顺序求解迭代步的 ( Hui)′, 即简单的顺序求解 (类似于代数方程的 Jacobi 迭代求解方法) , 一般可取α= 1。

式 (8) 表示单宽流量的修正只是由水位修正所引起 , 因此该表达式是近似的 , 但由于这是迭代计算过程的
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简化处理 , 因此是容许的[10 ] 。事实上 , N2S 方程的 SIMPLE类算法也是这样处理的[11 ] 。

利用式 (7) 和式 (8) , 式 (6) 经合并整理后可得

δZ
Δt

=
5

5 x
c2Δt

5δZ
5 x

+
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5 y
c2Δt
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5 y

+ f′ (9)

f′= -
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式中 　c = g H , 为浅水重力波波速 ; f′是水位修正量方程 (9) 的源项。当迭代趋于收敛时 , 式 (10) 即为水流连

续性方程 , 因此源项 f′趋于零。即 f′→0 , δZ →0 , Z′→Zn + 1 , ( Hui)′→( Hui)
n + 1。分析方程 (9) 不难发现 , 该方

程具有形式上的抛物型性质 , 反映了水位扰动是以浅水重力波波速传播的物理本质。

方程 (9) 的有限元离散可表示为

∫Ω
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N idΩ =∫Ω
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式中 　δZ = N jδZj ; N j 为有限元插值函数。

对方程 (11) 作分部积分后得 :

MijδZj = DijδZj + f i (12)

其中 　Mij为质量矩阵 ; Dij为扩散矩阵 ; f i 为源项 ;分别表示为

Mij =∫Ω
N iN jdΩ/Δt
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(13)

由式 (12) 可求解水位修正量δZj。

水位修正算法可归纳为以下的求解过程 :

(1) 给定物理量 Z、Hu、Hv 的初值 ;

(2) 由动量方程 (5) 、方程 (6) 计算 Hu、Hv ;

(3) 由水位修正方程 (10) 计算水位修正量 ;

(4) 采用式 (8) 计算 Zn + 1 ;

(5) 判断|δZ| ≤ε是否满足 , ε为收敛精度参数 ;

(6) 如果未满足收敛条件 , 令 Z′= Zn + 1 , 重复 (2) ～ (5) 迭代计算 ;

(7) 如果满足收敛条件 , 推进一个时间步 , 开始下一时间步计算。

3 　高分辨率有限元格式

描述流动的基本守恒方程可统一写成对流扩散形式 , 其弱解形式经有限元空间半离散后可写成常微分方程

组形式

M
dφi

d t
= 6

i ≠j

cij (φj - φi) + bi (14)

式中 　M 为集中质量矩阵 ; cij为影响系数 ; bi 为源项 ; j 为围绕节点 i 的邻近节点。

若系数 cij ≥0 , i ≠j , 则离散格式 (14) 是稳定的。因为 , 若φi 是局部最大值 , 即 (φj - φi) ≤0 , 则 dφi/ d t ≤

0 , 因此局部最大值不增 ; 同样 , 若φi 是局部最小值 , 即 (φj - φi) ≥0 , 则 dφi/ d t ≥0 , 因此局部最小值不减。这

种最大值不增、最小值不减的 TVD 性质[8 ]或保单调性质 , 可以避免解的数值振荡。
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对于对流占优问题 , 中心差分离散或 Galerkin 有限元离散通常不具有正影响系数的性质 , 可以在式 (14) 中

加入Laplace 形式的人工耗散

D = 6
j ≠i

αij (φj - φi) , 　αij = max ( ‖cij ‖, ‖cji ‖) (15)

系数αij的选取形式是为了满足正定性αij ≥| cij| 与整体守恒性αij =αji的要求。可以证明 , 当采用中心差分

离散对流问题得到式 (14) 后 , 结合式 (15) 的人工耗散等价于一阶精度的迎风格式。由于一阶精度的人工耗散会

造成数值解的抹平现象 , 可以引入适当的反耗散以提高离散精度。为此 , 对于非结构化网格系统 , 定义如下形

式的高阶耗散

D = 6
j ≠i

αij (φj - φi) - C (φj - φi) , 　 (φj - φi) =
1
2

(Δ+ φij +Δ- φij) (16)

式中 　Δ+与Δ- 代表节点 i 和 j 的上游与下游差分 , 可通过节点插值计算。因此 , 式 (16) 可改写为

D = 6
j ≠i

αij (φj - φi) - Φ( r+
ij ) (Δ- φij) (17)

式中 　Φ( r) 为限制因子 limiter ; r 为梯度比。

Φ( r) =
1
2

C{ r + 1} , 　r+
ij = (Δ+ φij) / (Δ- φij) (18)

将高阶耗散式 (17) 加入式 (14) 可导出

M
dφi

d t
= 6

j ≠i

( cij +αij)φj + cii - 6
j ≠i

αij φi - 6
j ≠i

αijΦ( r+
ij ) (Δ- φij) + bi (19)

式 (19) 可改写成下列紧致形式

M
dφi

d t
= 6

i

cijφj + bi (20)

可以证明 , 当限制因子Φ( r) ≥0 时 , 等效的影响系数 cij ≥0 , 从而保证格式 (20) 的高离散精度与解的不振荡

性质。

4 　露滩问题的处理方法

定义动量方程的摩阻项的系数为α= g u2 + v2/ ( C2 H) , 若采用曼宁公式计算谢才阻力系数 C , 则

α = g n2 u2 + v2/ H4/ 3 (21)

式中 　n 为曼宁糙率系数。

动量方程 (2) 的有限元离散形式可写为

M
5 ( Hu)

5 t
= Cij ( Hu) j + Dij ( Hu) j + Fx - αM ( Hu) (22)

式中 　Cij、Dij分别为对流矩阵和扩散矩阵 ; 源项 Fx = - ∫Ω g H
5 Z
5 x

w idΩ ; w 为权函数。

若对方程 (22) 右端项的最后一项做负坡线性化处理 ,则形成的矩阵方程的系数矩阵的对角线元素将增大 ,

这样无疑会增加计算的稳定性或加快计算的收敛。

对于露滩点 , 计算中常将其水深设为一小量 , 譬如令 H = 01001 m , 若再适当加大系数α的分子 , 则α将

是一个大数。当α足够大时 , 动量方程可近似简化为

α( Hui) = - g H
5 Z
5 x i

(23)

进而得到

( Hui) →O (1/α) (24)
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上述处理方法不但能够使计算收敛或加快收敛 , 而且有利于露滩计算的稳定。

5 　数值计算方法的检验

511 　露滩算例

忽略阻力和柯氏力 , 一维浅水方程的无量纲化形式为

　　5 H
5 t

+
5 ( uH)

5 x
= 0

5 ( Hu)
5 t

+
5 ( uHu)

5 x
= - H

5 H
5 x

(25)

在下列初值条件下

H( x , t = 0) =
1 - x2

　0
　　

| x | ≤1

| x | > 1

u ( x , t = 0) = 0

(26)

其解析解参见文献[12 ]。

图 1 给出了数值计算结果与解析解的对比关系 , 不难发现 , 二者吻合良好。表明 : 本文的离散格式具有较

高的精度 , 对露滩问题的处理方法也是有效的。

图 1 　水滴漫滩扩散问题的水位、流速验证

Fig11 Spreading drop test

512 　旋转流场中圆柱型分布的对流输运

二维对流输运方程

5φ
5 t

+ u
5φ
5 x

+ v
5φ
5 y

= 0 (27)

式中 　速度矢量 : u = - Ω ( y - y0) , v =Ω ( x - x0) , Ω为圆柱运动的角速度 , rad/ s ; ( x0 , y0) 为旋转流场的中

心 ; φ为对流输运量。

图 2 (a) 为一对流输运量的初始分布 , 柱高为 110 ,半径为 014 ,圆心坐标为 (012 , 012) , 圆柱以外区域的对流

输运量为零 , 可参见文献[13 , 14 ]。图 2 (d) 为另一对流输运量的初始分布 , 圆柱高为 110 , 半径为 013 , 圆心坐

标为 (010 , 015) ,将圆柱体抠去长 015、宽 011 的棱柱体 , 可参见文献[15 ]。两种情况下的计算网格均为 :100 ×

100 , Δx =Δy。
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图 2 (b) 、2 (c)和图 2 (e) 、2 (f)分别给出了流场旋转 2π、π/ 2 rad 后的计算值与理论值的对比关系。可以看出 ,

一阶格式的耗散性较大 , 本文格式具有较高的精度和稳定性 , 与理论值吻合良好。

图 2 　旋转流场中圆柱型分布的对流输运

Fig12 Rigid rotation of a current2carrying cylinder

6 　结　　论

本文参考不可压缩流 N2S方程压力修正算法的基本思想 , 建立了浅水方程的水位修正算法。该算法放宽了

对离散时间步长的限制 , 允许使用较大的时间步长 , 从而提高了浅水模型的计算效率。对动量方程的阻力项作

负坡线性化处理 , 不但有利于使计算收敛或加快收敛 , 而且提高了露滩计算的稳定性。所建立的高分辨率有限

元格式具有耗散小、精度高且不产生数值振荡的优点 ; 而且基于非结构化网格的有限元法 , 便于处理复杂几何

边界问题 , 具有离散和求解通用性强等优点。因此 , 基于本文方法建立的浅水流动数学模型将具有很强的实用

性。数值计算结果与理论解吻合较好 , 表明本文的方法和思想是正确的和可靠的。
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Study on the numerical solution methods for shallow water equations
Ξ
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Abstract : According to the basic idea of pressure correction algorithm for the Navier2Stokes equations , the water level correc2
tion algorithm for the shallow water equations is proposed in the paper , which can greatly reduce restrictions on time step1 By

reconstructing the coefficient matrix of the original algebraic system , a high2resolution finite element scheme based on unstruc2
tured grids is established , so that both the requirement of high2order of accuracy and non2oscillatory condition are satisfied1
For the sake of convergence or fasting convergence , the friction terms of the momentum equations are transposed and lin2
earized1 Comparisons with analytical solutions are made and good agreements are obtained1
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