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摘要: 针对土壤、岩石等多孔介质结构的复杂性, 从其结构形成的物理机制和达西定律出发, 利用分形几何理论,

将土壤等作为在统计意义上具有分形特征的多孔介质来研究其水力参数与结构之间的关系, 建立了饱和多孔介质

渗透率与其分维数之间的定量化的函数式。试验应用扫描电镜法研究了多孔介质断面微结构并算出分维数。试验

结果表明: 利用该模型预测的多孔介质渗透率与实测值基本吻合, 能够比较精确地预测多孔介质水力参数。
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多孔介质水力参数的选取和确定是多孔介质中溶质运移和污染物迁移预测的基础。在现有的研究中, 一般

通过试验测定水力参数, 然而试验测定具有周期长、成本高和数据离散等缺点[ 1] , 同时, 实验室环境的影响

以及试验多孔介质周围环境(包括应力场、尺度效应等)的改变也会使测量数据有很大误差。所以, /参数给不

准0 一直是多孔介质溶质运移理论与数值模拟的 /瓶颈0 问题, 已经成为影响预测准确程度的最主要因素。

自然界中许多多孔介质(如土体、岩石等)经过漫长的时间, 在气候、生物活动和地形运动等自然因子的综合

作用下形成其微观和宏观特性, 因而孔隙结构具有粗糙曲折、剧烈多变的特点, 给定量研究多孔介质水力参数带

来了很大困难。针对这种复杂性, 近 10多年来, 国际上许多专家
[2~ 6]

从多孔介质结构形成的物理机制出发, 利

用法国数学家曼德尔博尔特[7]创立的分形几何理论, 来研究多孔介质水力参数与其结构之间的关系, 如 Katz和

Thompson[2]利用扫描电镜对砂岩进行测试, 证明了多孔介质的微观孔隙结构具有分形特征, 并测定了其分维数;

Tyler 和Wheatcraft [3]将毛管孔隙通道模型运用于 Van Genuchten经验模型中, 得出水分特征曲线的分形模型; Rieu

和Sposito[4]以Sierpinski毯为概念模型提出了孔隙分布的理论模型; Perfect 等[5]又对 Tyler 和Wheatcraft及 Rieu和

Sposito所建立的模型进行了改进, 得出了多孔介质含水率与孔隙压力的关系式; Shepard[6]利用 Koch 曲线模拟土

壤孔隙, 得出了一个呈幂律关系的水力传导系数公式。尽管以上这些研究, 为多孔介质溶质运移理论提供了一种

全新的研究思路和方法, 使定量描述多孔介质结构的微观、宏观复杂性成为可能, 但是很多模型具有局限性, 如

文献[ 6]中所建模型, 在低含水率时, 比较准确, 随着含水率增大, 误差越来越大。

本文基于分形几何理论, 研究了多孔介质渗透率与其结构之间的关系, 并给出了多孔介质渗透率与多孔介

质分形维数之间定量化的函数式。经实验验证, 本文模型能够刻画多孔介质水力特性, 揭示和模拟多孔介质水

流与溶质运移转化规律, 并为其提供可靠的参数和理论支持。

1  多孔介质孔隙的分形特征

分形理论的基本观点是维数的变化是连续的, 即维数可以是整数, 也可以是分数, 还可以是无理数, 定量

描述自相似性的参数为分维数 D。所谓分形是指物体的数目与其线性尺度之间存在着幂指数关系, 即分形是
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指物体的形状[ 8, 9] , 与其大小无关; 而分维是分形关系中的幂指数值。

很多研究表明[ 1~ 6] : 土壤、岩体等多孔介质(以下以土壤为例)的孔隙结构是多层次统计自相似的混沌体,

具有分形特征。因此, 对于多孔介质孔隙, 设 r 为孔隙的等效半径, N ( r )为半径大于 r 的孔隙数目, 则

N( r ) = Q
r
max

r

P( x )dx = cr - D    
dN ( r )

dr
= - cD r- (1+ D)

式中  D 为多孔介质孔隙分形维数; P ( x)为半径为 x 的孔隙分布密度函数; c为与空间尺度有关的常数, 当取

为单元体时, c= c0, 此时, 多孔介质的孔隙度为

U= Q
r
max

r
min

dN ( r )
dr r

2
d r =

cD
D - 2 r

2- D
max 1-

rmin

rmax

2- D

(1)

此时的平均半径为

r aver =
Q
r
max

r
min

dN( r )
dr

rdr

N ( r )
=

cD
D - 1

r
1- D
max 1 -

rmin

rmax

1- D

c r
- D
min

(2)

以上推导过程中, 笔者假定孔隙半径是连续分布的。

2  渗流力学基本理论

Darcy定律数学表达式为           V= -
K
L

5p
5Z

+ Qg (3)

式中  V为流体速度; L为流体粘度;
5 p
5Z
为流体压力梯度; Qg为流体重率; K 为渗透率。用不同的牛顿单相

流体通过同一多孔介质时, Darcy定律中 K 值保持不变, 表明渗透率 K 只与多孔介质本身的结构特性有关,

而与单相牛顿流体的特性无关。

 图 1 Fanning摩擦系数与雷诺数关系曲线

 F ig11 Relationship between Fanning fr ict ional

coefficient and Reynolds number

Darcy定律是通过实验总结出的, 因此它有一定的适用范围。

曾有实验研究给出 Fanning摩擦系数 f 对雷诺数Re的关系曲线, 如

图 1所示
[ 10]
。

f 和Re分别为

f = -
U2d

2QV2 Qg+
5p
5Z

   Re=
Qd V
UL

(4)

式中  d 为特征尺度, 对非固结材料是颗粒直径, 对固结材料是毛

细管直径, 均指平均值。由图1可见, 整个曲线可以大致分成 3段:

第 1段为 Re< 5(不同的多孔介质此值略有不同) , 是斜率为- 1的

直线段; 第 2段为 5< Re< 100, 有一个二次曲线的过渡段; 第 3

段为 Re> 100, 是一个水平直线段。

对于第 1段斜率为- 1的直线     lnf = lnc- lnRe

常数 c 是直线在纵坐标上的截距, 由上式显然有 c= f #Re, 即

f = c/ Re (5)

将式(4)代入式(5)并整理得          V= -
Ud 2

2c L
Qg+

5 p
5Z

(6)

令 K= Ud
2
/ 2c,则式(6)变为          V= -

K
L Qg+

5 p
5Z (7)

这就是Darcy定律的表达式(3) , 由此得出结论: 在 Re< 5的范围内, Darcy定律是适用的, 满足此条件的流体
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即为 Darcy流体。

3  基于分形理论的多孔介质渗透率表达式

由以上分析可知, 对于 Darcy流体:

K = Ud 2/ 2c   或   K = Ur 2
aver/ C0(其中 C0 为一常数) (8)

将式(1) 和式(2) 代入式(8) 得

K = Ur 2
aver/ C0 =

cD
D - 2

r 2- D
max 1 -

r min

rmax

2- D cD
D - 1

r 1- D
max 1-

rmin

rmax

1- D

cr - D
min

2
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cD
C0( D - 2)

D
D - 1

2
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max
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rmax

2D

1- 2
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+
r min

rmax

2- 2D

+ 2
rmin
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3- 2D

-
rmin
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4- 3D

引入参数 K= rmin/ rmax, 表示多孔介质最小孔隙与最大孔隙的半径比;则式(8)变为

K = C
D

( D - 2)
D

D- 1

2

r 4- D
max K

2D[1- 2K1- D + K2- 2D - K2- D + 2K3- 2D - K4- 3D] (9)

图 2  多孔介质渗透率与孔隙分维数关系曲线

Fig1 2 Relational curve between porous media permeability

and fractal dimension

式(9)即为饱和土壤渗透率表达式, 其中 C 为常数, 可由实

验通过曲线拟合确定。

图 2揭示了由式( 9)确定的多孔介质渗透率与孔隙分形

维数之间的关系。由曲线可以看出:在 D I [ 2, 3]范围内, 渗

透率 K 随孔隙分维数D 的增大而增大; 当 D [ 21695(可由上

图直接看出, 或用
5K
5D

= 0 解得)时, 多孔介质渗透率趋近于

0, 这对于定性理解多孔介质孔隙分维数具有重要意义。分维

数 D 相同时, K越大, 渗透率越小; 反之, K越小, 渗透率越

大。这揭示了多孔介质孔径空间变异性很大时, 有利于溶质

渗透(图(2)中 K扩大 105 倍)。

图 3  不同土壤结构的扫描电镜图像

Fig13 SEM photographs of textures for different soils

4  多孔介质渗透率预测

测定多孔介质表面分形维数的方法很多, 有吸附法、压汞法

及扫描电镜法等。目前最常用的计算孔隙结构分形维数的方法

是扫描电镜法( SEM) , SEM具有分辨率高、放大倍数大及立体感

强等特点, SEM扫描图像见图 3。该方法的基本原理是对孔隙界

面上的结构特征体的尺寸分布进行统计, 由于单位长度的特征

体数目 N( r )与特征体尺寸 r 之间存在关系 N( r )= c r - D, 故

ln[N ( r ) ]= lnc- Dlnr , 通过特征数目 N( r )与特征体尺寸 r 的

双对数图成线性关系的拟合, 可以确定分形维数[6]。

试验方法:冷冻刀切干燥的方法是冻切和冻干 2种方法的

组合
[ 11]
。首先把土样切成一个宽约 10 mm, 长约 20 mm的土

条, 为了保证土样的均匀速冻, 把土样浸入用液氮冷却至

- 193 e 的异戊烷中 3 min,使土中的孔隙水快速冻结, 形成无
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体积膨胀的非结晶质的冰。然后用冷却过的锋利的小刀把土样切割成两部分(厚度为4 mm) , 这样就得到了土样
表 1  对应孔隙半径与孔隙数目

Table 1 Pore quantity and corr esponding

pore r adius

孔隙半径/ Lm 孔隙数目/个

1
5
30
75
150
250
400
600
800

1000

517 @109

116 @108

214 @106

115 @105

118 @104

516 @103

117 @103

120
78
45

的一个平整光滑的断面, 它穿越了土样所有的微观结构单元。把

土样迅速移入已被干冰冷冻至- 50 e 的试样瓶中(图 4) , 使土中

非结晶质的冰在真空和低温状态下升华干燥, 干燥后的土样非常

疏松, 用吸球轻轻将浮土吹走。因为扫描电镜是以电子束作为激

发源的, 为了防止土样荷电, 必须对土样表面进行抗静电处理。

干燥后的土样再移到 SEM实验室观察土样表面的结构形态。

本文首先用扫描电镜法对一块 20 mm @10 mm @4 mm的黄

土样品进行测定。测得 10种尺寸的孔隙半径及孔隙数目(可直接

由与 SEM 相连的计算机读出)见表 1, 试验设备见图 4。

在双对数坐标中,标出各数据组所表示的点, 并用最小二乘法

拟合,拟合直线见图 5, 该直线斜率为- 2185, 于是土壤样品孔隙分

维数 D= 2185。由式( 9)预测的渗透率值 K= 012831Lm2, 与实测值 K= 012693Lm2 比较, 相差 5112%。其中 rmin

= 1Lm, rmax= 1 000Lm, K= rmin/ rmax= 01001, C= - 10015。土的实际渗透率可由相应土柱渗透实验得出。

图 5 多孔介质孔隙分维数测量结果拟合曲线

 Fig1 5 Simulation curve of porous media fractal dimen2

sion

图 4  冷冻干燥仪原理简图

F ig1 4 Schematic diagram of freeze2drying apparatus

用同样的方法对 7种不同土质的土体( 20 mm @10 mm @4 mm)进行测试, 其基本数据见表 2。
表 2 不同质地土壤实验数据

Table 2 Measured and predicted permeability of different soils

土质类别 r max/Lm r min/Lm D(据电镜) K (实测) /Lm2 K (预测) / Lm 2 误差/ %
面砂土 800 1 2173 01140 4 011439 2149

砂壤土 850 2 2176 01380 1 013999 5121
壤  土 880 2 2174 01376 0 013627 3154

粉粘土 820 1 2181 01238 0 012252 5138
壤粘土 920 2 2184 01583 0 015955 2114

粘  土 900 1 2186 01296 0 012996 1122

5  结论与讨论

( 1) 本文在多孔介质孔隙结构分形描述的基础上, 给出了饱和多孔介质渗透率与分形维数之间的函数关系

式。通过确定多孔介质孔隙结构的分形维数及其最小最大孔隙半径比, 可以利用本文模型预测相应的水力特性

参数值。文中模型和方法可以应用于土壤、岩石及煤体等孔隙结构。

( 2) 由多孔介质渗透率与孔隙分形维数之间的关系曲线(图 2) , 可以揭示多孔介质孔隙分维数的物理意
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义: 多孔介质孔隙分维数在一定程度上描述了多孔介质孔隙的连通情况。D= 21695 是临界连通分维数值, 实

际应用中可以认为 D \ 21695时, 孔隙才是连通的, 对于低、中辐射核废料填埋处理选址等也具有重要意义。

( 3) 利用分形几何理论研究多孔介质结构, 为多孔介质中水分运移理论提供了一种比较好的研究思路和方

法, 使定量描述多孔介质结构的微观、宏观复杂性成为可能, 为精确刻画多孔介质水力特性, 揭示和模拟多孔

介质中水流与溶质运移转化规律提供了可靠的参数和理论支持。

( 4) 由于多孔介质结构十分复杂, 利用分形几何理论研究多孔介质结构尚处于初始阶段[ 12, 13] , 因此对多

孔介质结构分维数物理意义的认识上还有许多模糊的地方。文中推导出的饱和多孔介质渗透率如何拓展到非饱

和多孔介质带, 怎样设计实验来验证, 这是本文存在的局限性。
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Fractal description of porous media permeability
X

LIU Xiao2li, LIANG Bing, XUE Qiang

( Mechanics and Engineer ing Depar tment , Liaoning Technical Univer sity, Fuxin 123000, China )

Abstr act: The fractal geometry theories were adopted to study the relat ions between porous media permeability and

its microst ructure from the physical mechanism of its microstructure format ion and Darcy. s law1Furthermore the

funct ion between saturate porous media permeability and the fractal dimension was established with the viewpoint

that soil( or rock) is fractal in a statist ic sense1The morphological details was studied and the fractal dimensions was

gained by the scanning elect ron microscope, which verified the funct ion1Compared the permeability values predicted

by the model with the measured values, a good agreement was obtained1The results demonst rate that the model is

precise in predict ing the porous media hydraulic parameters1

Key words: fractal; porous media; fractal dimension; permeability; scanning elect ron microscope
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