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摘要 : 基于亥姆霍兹速度分解定理和 Smagorinsky 模型 , 提出二阶双系数动态亚格子尺度应力模型 , 即亚格子尺度

应力是可解的应变率张量和旋转率张量的函数。应用有限差分法对此模型的控制方程进行了离散 , 并数值模拟得

到了弯管内部的流场分布和压力分布。把雷诺数为 40 000 的弯管流动的实验数据和此模型的模拟结果相比较 , 证明

此模型是可行、可靠的。
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在工程实践中 ,人们最感兴趣的是流动中占主导地位的大尺度运动的描述 ,这些大尺度的运动造成了紊流中

动量和能量的输运 ,而大涡模拟 (LES)就是通过滤波函数对 N2S 方程进行滤波的方法 , 获得表示流场中大尺度运

动的方程 , 而近似各向同性的小尺度量对大尺度量的影响通过建立模型来模拟。同时 LES 能描写复杂流场内

一些难以量测的量或难以量测的可压缩流场和旋转流场 , 所以在科学研究和工程中获得了越来越多的关注。

LES是介于 DNS 和湍流模式之间的一种直接数值模拟的方法 , 最早由气象专家 Smagorinsky[1 ]于 1963 年提

出 , 他所研究的问题是全球天气预报的问题。1970 年气象学家 Deardorff[2 ]首次把大涡模拟用于有工程实际意义

的管道内紊流的研究中 , 此后 , 在 Deardorff 的基础上 , Schumann 等[3 ]在自己的研究中发展了大涡模拟 , 将此方

法推广于环形通道内流动的研究。基于 Smagorinsky 模型 , Germano[4 ]于 1991 年提出一阶单系数动态模型 , 采用

两个滤波函数 , 根据当时当地湍流动力学特性和通过在二层滤波上的亚格子应力与可解的相对亚格子应力的联

系 , 动态计算得到模型的 Smagorinsky 系数。此模型能给出固壁上正确的渐进关系 , 还能预测能量的逆向传递 ,

由此动态模型的这些优点引起了越来越多的关注并被广泛地接受。D1 K1 Lilly , Yan Zang 等和 Sandip 等[5～7 ]分

析并发展了此动态模型。

本文提出二阶双系数动态亚格子尺度应力模型 , 模型除包括应变率张量信息之外 , 还包含旋转率张量信

息。最后用雷诺数为 40 000 的弯管流动的实验数据来验证此模型。

1 　数值模拟

111 　二阶双系数动态亚格子应力模型

应该指出的是 Smagorinsky 模型和一阶单系数动态模型都是涡粘度模型 , 即亚格子应力只是正比于应变率

张量。但由亥姆霍兹速度分解定理可知 , 流体微团运动可分解为 : ①以其上某参考点速度进行的平动速度 ;

②绕同一参考点的某瞬时轴的转动速度 ; ③其变形所引起的变形速度。由流体力学的建模原则 , 如果一个模

型除包含流动的信息越多 , 这个模型将会更准确。一般认为 , 涡的伸展是湍流能量由大尺度涡传向小尺度涡 ,

亚格子尺度应力是可解的应变率张量和旋转率张量的函数。基于以上分析 , 本文提出亚格子尺度应力是可解的
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应变率张量和旋转率张量的函数 , 即二阶双系数动态模型。

在动态涡粘度模型中 , 定义两个滤波算子 : 格子滤波 �G 和检验滤波 �G。设 G
—

= �G�G , 把 �G 和G
—
的两滤波函数

分别作用于 N2S 方程后 , 得到两方程 :

5�u i

5 t
+

5�uj�u i

5 xj
= -

1
ρ

5�p
5 xi

+
5

5 xj
v

5�u i

5 xj
+

5�uj

5 x i
-

5τij

5 xj
+ gi (1)

5 u
—

i

5 t
+

5 u
—

j u
—

i

5 xj
= -

1
ρ

5 p
—

5 x i
+

5
5 xj

v
5 u

—
i

5 xj
+

5 u
—

j

5 x i
-

5 Tij

5 xj
+ gi (2)

其中 , τij = uiuj - �u i�uj , Tij = UiUj - u
—

i u
—

j , 当τij、Tij乘以密度ρ后 , 分别是亚格子尺度应力和经双重滤波后的

亚格子尺度应力 , gi 为液体的质量力。

由此 , 定义可解应力 : L ij = Tij - τij = UiUj - u
∆

i u
∆

j (3)

由于模型与滤波无关 , 故亚格子尺度应力模型和亚检验尺度应力模型分别为
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, εijk , 是循环张量 , c1、c2 是动态系数 , Δ、Δ分别为

格子滤波宽度和检验滤波宽度 , 一般取Δ= 2 Δ。

把式 (4) 、式 (5) 代入式 (3) 可得

L ij = - 2 c1 Δ2 | S | S ij - Δ2 | S | S ij - 2 c2 Δ2 Rik Rki - Δ2 Rik Rik

令 M if = - 2 Δ2| S | S ij - Δ2| S | S ij , N if = - 2 Δ2 RikRki - Δ2 RikRik , 可得 :

L ij = c1 Mij + c2 N ij (6)

利用最小二乘法 , 可得 : 　c1 =
( L ijM ij) ( NklNkl) - ( L ijN ij) ( MklNkl)

( MijM ij) ( NklNkl) - ( MijN ij) ( MklNkl)
(7)

c2 =
( L ijN ij) ( MklMkl) - ( L ijMij) ( MklNkl)

( MijM ij) ( NklNkl) - ( MijN ij) ( MklNkl)
(8)

由此可得到二阶动态双系数应力模型。其中 , ( 　) 代表在平行于壁面的平面内的平均值。计算过程中系数

c1、c2 在空间稳定 , c1 为 01012～01045 , c2 为 - 0114～ - 0121。

112 　边界条件和数值方法

进口边界条件 : 给定均匀来流条件 u = 1。

出口边界条件 : 采用第 2 类边界条件5�u/ 5�n , �n 为出口边界外法向单位矢量。

固壁边界条件 : 采用无滑移条件。

格子滤波和检验滤波都采用盒式滤波函数 , 有限差分方法离散控制方程 , 采用交错网格和 SIMPLEC 方法

进行求解。

2 　弯管几何结构及坐标系

弯管流动在工程中具有一定的代表性 , 如离心泵内部、水轮机的尾水管、一些飞行器的进口等处的流动都

是属于弯管流动 , 这类流动的一个显著特点是在弯管段有明显的“二次流”, 但这些设备的实验数据不易测得 ,

15　第 1 期 唐学林等 : 二阶双系数动态亚格子应力模型



为了验证本模型的准确性、可靠性和将来的推广应用 , 本文研究了方形断面 90°弯管内的流动 , 并和 Taylor 等

的量测实验结果进行比较。

图 1 　弯管几何结构及坐标系

　Fig11 Geometry of bend and coordinate

definition

本文计算采用的方形弯管同 Taylor 等[8 ,9 ]作实验时采用的弯管尺寸相同 ,

弯管的平均半径为 92 mm , 方形断面的边长为 40 mm , 弯管前直管段为 0115

m , 弯管后直管段长度为 0130 m。如图 1 所示。其中 , s ( S ) = S/ D , S 为流

动方向的沿程坐标 , q ( Q) = Q/ D , Q 为方管宽度方向坐标 , q (0) = 0 处为壁

面和 q (20) = 1/ 2 处为中心对称面 , D 为方管的截面边长 , r 3 =
r - ro

ri - ro
, ri 、

ro 和 r 分别为弯管的内外径和半径。

Taylor 等认为方形弯管为对称结构和流动具有对称性 , 因而 Taylor 等的

量测实验结果仅为方管的一半。本文在计算中所用的计算域也为方管网格的

一半 , 计算所用的网格数为 I ×J ×K = 631 ×61 ×31 ( I 代表流动方向 , J 代

表半径方向 , K代表宽度方向) , 其中垂直于流动方向的横截面上的网格均匀

分布 , 流动方向进口段的均匀分布网格数为 150、弯管段的均匀分布网格数

为 180 和出口段的均匀分布网格数为 300。

3 　计算结果和实验结果的比较分析

311 　流动、半径两方向所在平面上的速度矢量和 s = 215 平面上的速度矢量

Taylor 实验结果为进口段 s = - 0125 处、弯管段θ= 30°、θ= 60°和θ= 7715°处以及出口段 s = 0125 和 s = 215

等处沿流动、半径两方向的速度值和出口直管段 s = 215 处的沿宽度方向的速度值。为了直观的比较 , 本文把

各测量处的实验结果转换到流动、半径两方向所在平面上的速度矢量及 s = 215 平面上的速度矢量。

从图 2、图 3 和图 4 可知 :

(1) 进口直管段　弯管段对上游直管段内流速分布的影响不大 , 但流速分布关于方管的对称面已经不完全

对称 , 所以二次流很弱 , 如 s = - 0125 处的流动已受到弯管段的略微影响;

(2) 弯管段 　由于弯管迫使液体流动方向改变和离心力的作用 , 液速发生了变化。由弯管前半进口段的

30°截面上速度分布可以看出 , 由于弯管的堵塞大于离心力持续作用 , 导致弯管由内径到外径的液速稍为逐渐

减小。弯管后半出口段的 60°和 7715°截面上的流速分布表明 , 离心力的持续影响显著加强 , 内外径间的流速差

逐渐减小。由此可知二次流沿流动方向进一步发展 , 其涡心由弯管内侧逐渐移向弯管中心 ;

(3) 出口直管段　直管段流速分布仍受弯管的影响 , 内外径间的流速差值仍在逐渐减小 , 但在其后半段 ,

弯管的影响逐渐减弱 , 流速分布也逐渐恢复。

312 　壁面上和对称面上的压力分布

压力系数定义为 : CP =
P - Pref

1
2
ρV2

c

其中 P 为某点的压力值 ; Pref取θ= 0°(即弯管入口断面处) 、r 3 = 0 (即弯管外半径壁面处) 、Q = 1/ 2 (即

方管的对称面处)点上的压力值 ; Vc 为弯管进口的速度 ; ρ为水的密度。

从图 5 可知 : 在流速沿流程变化的同时 , 压力也经历了复杂的增压和减压过程 , 由于弯管进口处弯管的堵

塞 , 弯管的内侧沿流程先减压后增压 , 而弯管的外侧沿流程先增压后减压 , 压力峰值出现在 50°～60°之间 ; 同

时弯管外侧压力大于相对应的内侧压力。

由以上比较、分析可知 , 在流速分布、压力分布等方面 , 计算结果和实验结果相当吻合。
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图 2 　从壁面到方管中心对称面各截面 Y = (2 mm , 6 mm , ⋯)上速度矢量比较

Fig12 Vectors comparisons between simulations and results on X～ Z planes at Y = (2 mm , 6 mm , ⋯) respectively

4 　结　论

(1) 本文提出二阶双系数动态亚格子应力模型 , 并成功地模拟出弯管的流场和压力场 ;

(2) 二阶双系数动态亚格子应力模型基于 Smagorinsky 模型并克服了其缺点 , 其两个动态系数为动态变量 ,

不需引进壁面函数 ;

(3) 与 Smagorinsky 模型和一阶单系数动态模型相比较 , 二阶双系数动态亚格子应力模型除包括应变率张

量信息之外 , 还包含旋转率张量信息 , 所以能较好地适用于有涡流场 ;

(4) 和实验结果相当吻合 , 证明二阶双系数动态亚格子应力模型切实可行 , 从而为将来的模型推广应用提

供了有力的验证 ;

(5) 将进一步研究二阶双系数动态亚格子应力模型和其他模型的数值模拟的优缺点。
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图 3 　方管的弯管段各截面上的计算速度矢量

Fig13 Velocity vectors on the cross - section at θ= 0°, 30°, 60°, 90°respectively

图 4 　s = 215 平面上的速度矢量

Fig14 Velocity vectors on the cross2section at s = 215

图 5 　壁面上 ( Q = 010) 和对称面上 ( Q = 1/ 2) 的压力分布

Fig15 Pressure distributions at Q = 010 and Q = 1/ 2 respectively
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Second2order dynamic sub2grid2scale stress model with double coefficients
Ξ

TANG Xue2lin , QIAN Zhong2dong , WU Yu2lin

( Department of Thermal Engineering , Tsinghua University , Beijing 100084 , China)

Abstract : Based on the Cauchy2Helmholtz theorem and the Smagorinsky model , a second2order dynamic sub2grid2scale

(SGS) model with two dynamic coefficents is proposed , in which the sub2grid scale stress is the function of both strain2rate

tensor and rotation2rate tensor. The velocity and pressure fields are calculated by using the simplec algorithm and the finite dif2
ference approximation to discretice the governing equations. Compatison between computational and experimental results of

velovity and pressure fields in a curving conduit is conducted. The computarional results are in good agreement with the experi2
mental ones1

Key words : sub2grid2scale model ; dynamic model ; turbulent flow ; curving conduit ; second2order with double coefficients ;

sub2grid2scale stress
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