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摘要 : 针对水动力学实际问题多存在复杂几何边界的状况 , 提出了用不规则游动网格求解偏微分方程的蒙特卡罗

法 , 建立了相应的随机游动模型。选择具有复杂自由面的堰闸流动问题作为算例 , 验证了新方法的正确性。与有限

元法相比 , 蒙特卡罗法解势流等线性问题时更灵活 , 可以根据需要 , 单独计算流动区域内任意一点的未知物理量 ,

且所用计算容量较少。
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蒙特卡罗法不仅可以求解随机性问题 , 而且可以求解诸如非线性方程、多重积分、常微分方程和偏微分方

程等多种确定性问题[1 ,2 ]。与有限差分法、有限元法等常用数值方法相比 , 蒙特卡罗法在求解确定性问题时虽

显得有些“笨”, 但仍有显著的优点 , 比如对线性问题 , 可以单独就计算区域内任意一点作计算 , 其值无需通

过联解其它结点值求出 ; 计算稳定性较好 ; 便于并行计算等。因此 , 对蒙特卡罗法进行研究具有一定的理论和

实际应用价值。

以前用蒙特卡罗法求解水动力学问题时 , 采用的游动网格均为规则网格 , 如矩形网格 , 对不规则边界问

题 , 由于边界的近似处理 , 计算精度受到了很大的影响。为了克服这一缺点 , 本文提出了不规则游动网格的蒙

特卡罗法。这种方法改善了蒙特卡罗法求解复杂边界问题的精度 , 拓宽了蒙特卡罗法在水动力学中的应用范

围。本文以理论上较成熟、计算亦较简单的势流问题为例 , 介绍不规则游动网格蒙特卡罗法的具体做法 , 以便

突出方法本身的优点。

1 　随机游动模型的建立

蒙特卡罗法的关键在于建立一个正确可行的随机游动模型。为简便起见 , 本文以二维 Laplace 方程的边值

问题为例 , 给出不规则游动网格的随机游动模型。方程及边界条件为

ΔΦ( P) = 0　　　　P ∈D (1)

Φ( Q) = f ( Q) 　　　Q ∈Γ (2)

式中　D为一个任意形状的平面区域 ; Γ为 D的边界 ; P为 D内的点 ; Q为边界Γ上的点。

将区域 D剖分成若干个三角形 (也可以是四边形或其它形状)的子区域 D
( e)

, D = ∪D
( e)

, 并选三角形的顶

点为结点。P是区域内的任一结点 , 与 P相邻的结点是 P11 , P12 , ⋯, P1 n , 如图 1所示。由控制方程建立 P

结点与其相邻的 n个结点之间未知变量Φ的关系式 :

Φ( P) = 6
n

i = 1
p1 i ( P)Φ( P1 i) (3)
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图 1　结点 P与其相邻结点

　Fig11 Node P and its

neighboring nodes

式中　p1 i ( P)为关系系数 , 6
n

i =1
p1 i ( P) = 1 , 0 ≤ p1 i ( P) ≤1 , i = 1 ,2 , ⋯, n。

为了求函数Φ在结点 P处的值Φ( P) , 构造一个随机游动模式如下 :

设一质点自结点 P∈D处出发 , 按照转移概率 p11 ( P) , p12 ( P) , ⋯, p1 n ( P)向

与 P相邻的 n个结点 P11 , P12 , ⋯, P1 n处随机移动一步。若质点第一步到达的位

置是 P1 i , 再按转移概率 p21 ( P1 i) , p22 ( P1 i) , ⋯, p2 m ( P1 i)向与 P1 i相邻的 m 个结

点处随机移动一步。如此重复下去 , 直到该质点第一次到达一个边界结点 Q 处

时 , 游动即告终止。

按照下面的方式定义一个随机变量ξ。设随机游动路线为

υP : P → P1 → P2 →⋯→ Pk - 1 →Q ∈Γ

对于这样一条游动路线 , 定义随机变量的值为

ξ = g (υP) = f ( Q) (4)

若质点游动的出发点是边界结点 Q , 则它就停留在点 Q处 , 这时定义ξ的值为

ξ = g (υQ) = f ( Q) (5)

下面将要证明 , 这样定义的随机变量ξ的期望值 E(ξ) =Φ( P) 。把由 P点开始而在边界Γ上终止的游动称为

一次随机游动。一次随机游动就得到随机变量ξ的一个取值 , 经过 N 次随机游动 , 就会获得 N 个随机变量值

ξ1 ,ξ2 , ⋯,ξN , 算术平均值 �ξ就可作为Φ( P)的近似值。

上述随机游动模型的基本思想对其它形式的偏微分方程及边界条件仍然适用[3 ]。

2 　随机游动模型的简要证明

若能证明上述定义的随机变量ξ的期望值 E(ξ) =Φ( P) , 那么通过计算 E (ξ)的估值就能获得Φ( P)的近

似值。现在证明

E(ξ) = E( g (υP) ) = Φ( P) (6)

由于假设定解问题的解是唯一的 , 所以只需证明

E( g (υP) ) = 6
n

i =1
p1 i ( P) E( g (υP

1 i
) ) 　　　P ∈D (7)

和 E( g (υQ) ) = f ( Q) 　　　Q ∈Γ (8)

假设沿线路υP游动的概率为 Pr (υP) , 那么按照数学期望的定义有

E( g (υP) ) = 6
{υ

P
}

g (υP) Pr (υP) (9)

注意到 , 沿线路υP 游动的事件可以分为 n 个互不相容事件之和 : 由点 P出发第一步到达点 P11 , P12 , ⋯,

P1 n , 而后沿路线υP11
, υP12

, ⋯, υP1 n
游动的事件。若将υP看成是由 P→P1 i和υP1 i

两条路线组成的 , 那么对于

P→P1 i这一步来讲 , 随机变量ξ应取的值是 0 , 而对于υP
1 i
这条路线来讲 , ξ应取值为 g (υP

1 i
) , 又 Pr ( P→P1 i)

= p1 i ( P) , 6
{υ

P1 i
}

Pr (υP
1 i

) = 1 , 于是

E( g (υP) ) = 6
{υ

P
}

g (υP) Pr (υP) = 6
n

i = 1
6

{υ
P1 i

}

[0 + g (υP1 i
) ] Pr ( P → P1 i) Pr (υP1 i

) =

　6
n

i = 1
Pr ( P → P1 i) 6

{υ
P1 i

}

g (υP
1 i

) Pr (υP
1 i

) = 6
n

i =1
p1 i ( P) E( g (υP

1 i
) )

式 (7)证毕。
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对于每一个边界结点 Q∈Γ, 按数学期望的定义有

E( g (υQ) ) = 6
{υ

Q
}

g (υQ) Pr (υQ) (10)

式中　υQ表示自结点Q处出发而终止在边界Γ上的游动路线 , 这样的游动路线只有一条 , 即质点从一开始就停

止在点 Q处 , 没有任何移动 , 所以 Pr (υQ) = 1 , 最后得到

E( g (υQ) ) = 6
{υ

Q
}

g (υQ) Pr (υQ) = 6
{υ

Q
}

g (υQ) ·1 = g (υQ) = f ( Q)

式 (8)证毕。

至此 , 已简要地证明了式 (6)成立。

3 　数值试验

选用了既简单又有代表性的平面二维圆柱绕流问题进行数值试验 , 验证新方法的正确性 , 比较不规则游动

网格蒙特卡罗法与有限元法在计算时间、计算精度、所用计算容量等方面的优缺点。圆柱绕流的计算区域、控

制方程及边界条件同文献[4 ] , 计算时采用的网格为 73个结点、110个单元的三角形网格。

数值试验在奔腾微机上进行。有限元法的全场计算时间约为 2 s , 计算结果与近似解析解的最大相对偏差

为 0146 %。蒙特卡罗法在 N = 100、500、1 000、5 000时 , 全场计算时间分别约为 2、6、9和 37 s , 平均单点计

算时间约为 0103、0108、0112 和 0151 s , 与近似解析解的最大相对偏差分别为 7135 %、1119 %、0186 %和

0153 %。在计算精度相当的情况下 , 蒙特卡罗法计算全场的速度比有限元法要慢得多 , 但对于局部区域求解问

题 , 其计算速度并不慢。有限元法在求解过程中需计算刚度矩阵 , 所用计算容量随计算结点总数的增加而显著

增加 , 而蒙特卡罗法在求解过程中只涉及局部几个结点的计算 , 不需要计算刚度矩阵 , 所用计算容量较少。

4 　算　　例

图 2　流动区域及初始随机游动网格

Fig12 Flow domain and initial random walk grid

在玻璃水槽中 , 对江苏徐洪河沙集闸站的

泄洪闸做过断面模型试验 , 测定了多种水位、

闸门开度组合下的过闸流量、流量系数及堰面

压力 , 本文选用这一泄洪闸为计算对象。该泄

洪闸堰顶设一平板闸门 , 泄流堰面采用 WES曲

线 , 曲线方程为 y = - x1185/ 2 H0185
d , 其中设计水

头 = 715 m , 图 2是流动区域及初始的随机游动

网格。定解问题同文献[4 ]。

411 　自由表面及流量的调整

在本文讨论的问题中 , 闸前水深 H为已知

值 , 过闸单宽流量 q和自由面形状 y = ys ( x)都

未知 ,需进行迭代求解。根据蒙特卡罗法的特

点 , 提出如下自由表面和流量的迭代计算方法 :

(1) 假定流量的近似值为 q
(0)

, 自由面形状的初始曲线为 y = y
(0)
s ( x) 。

(2) 在给定的 q
( n)值与 y = y

( n)
s ( x)前提下 ( n = 0 , 1 , 2 , ⋯) , 将自由面的边界条件提为

Ψ AB = q
( n) (11)

5Ψ
5 n CD

= 2g ( H0 - y
( n)
s ) (12)

(3) 根据边界条件及方程 , 运用蒙特卡罗法 , 求出 AB 边界相邻层结点上的流函数近似解Ψ( n)
, 由此再求
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出 AB 边界结点上的流速VAB ; 求出 CD边界结点上的近似解Ψ( n)
CD 。

(4) 校核自由面条件 ,在 AB 上记Δh
( n) = H0 - ( y

( n)
s + V2

AB / 2g) ; 在 CD上记ΔΨ( n) = q
( n) - Ψ( n)

CD , 若|Δh
( n) | 、

|ΔΨ( n) |小于给定的迭代误差 , 则求解成功 , 否则对 q
( n)值与 y = y

( n)
s ( x)进行修正。

(5) 以闸门下端出流点 C计算所获得的流函数值Ψ( n)
C 作为下一次流量调整值 , 即 q

( n + 1) =Ψ( n)
C 。自由面

位置的调整方式 , 可在已调整的 q
( n + 1)基础上进行。假定自由面上每一个结点 i 沿原来自由面的法线方向增加

一个修正值Δni , 使

Δni =
q

( n +1)
- Ψ( n)

i

2g ( H0 - y
( n)
si )

记结点 i处自由面切线与 x轴夹角为αi , i点的坐标 x i、y i的调整增量分别为Δxi = -Δnisinαi、Δyi =Δnicosαi ,

于是可获得新的自由面位置 y = y
( n + 1)
s ( x) 。

(6) 重复迭代第 2步至第 5步 , 直至获得收敛解。

412 　计算结果

运用不规则游动网格的蒙特卡罗法 , 对选定的江苏徐洪河沙集闸站泄洪闸这一算例作了多组计算 , 下面给

出部分结果。

取闸前水深 H = 615 m(闸底板高程为 1510 m , 闸上游水位为 2115 m) , 闸门开度 e = 0125、015、0175、019、

1115、1135、115、1175、11825 m , 用蒙特卡罗法计算过闸流量、流量系数及堰面压力。图 3给出了流量系数μ

与闸门相对开度 e/ H的关系曲线 , 图 4给出了堰面压力水头 p/γ的计算结果。

从图中可以看出 , 流量系数的计算值与试验值吻合很好。堰面压力的计算值与试验值总趋势是一致的 , e

= 0125、11825 m时 , 计算值与试验值相差稍大一些 , 4组计算结果在 x = 1133、2181、4138、6135 m处 , 与试

验值的最大相对偏差分别为 1612 %、615 %、811 %、1717 %。

5 　结　　语

不规则游动网格的蒙特卡罗法 , 提高了蒙特卡罗法求解复杂边界问题的精度 , 拓宽了蒙特卡罗法在水动力

学中的应用范围。在计算精度相当的情况下 , 蒙特卡罗法计算全场的速度比有限元法要慢得多 , 但对于势流这

样的线性问题 , 蒙特卡罗法可根据需要 , 独立地进行局部区域相关物理量的计算问题 , 其局部计算速度并不

814 水 科 学 进 展 第 15卷



慢。有限元法在求解过程中需计算刚度矩阵 , 所用计算容量随计算结点总数的增加而显著增加 , 而蒙特卡罗法

在求解过程中只涉及局部几个结点的计算 , 不需要计算刚度矩阵 , 所用计算容量较少。
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Applications of the Monte Carlo method to potential flow
Ξ

J I Qing2feng1 , ZHENG Bang2min2

(11 College of Hydraulic Science and Engineering , Yangzhou University , Yangzhou 225009 , China ;

21 College of Water Resources and Hydropower , Wuhan University , Wuhan 430072 , China)

Abstract : The Monte Carlo method is applied to simulate the flow with complex boundaries1 In order to improve the simula2
tion precision , a new Monte Carlo method with irregular random walk grid for solving the partial differential equation is pre2
sented1 The sluice and spillway flow is solved by the Monte Carlo method1 The numerical results agree well with the experi2
ment data1 Compared with the finite element method , the Monte Carlo method is more effective for linear problems such as po2
tential flow1 It can calculate the velocity and pressure respectively at any points in flow field1

Key words : Monte Carlo method ; irregular random walk grid ; random walk model ; complex boundary ; potential flow

914　第 4期 吉庆丰、郑邦民 : 蒙特卡罗法在势流计算中的应用研究

Ξ The project is supported by the National Natural Science Foundation of China (No. 50279044) .


