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摘要 : 将追踪自由表面的流体体积 (VOF)法应用于曲线坐标系下水流控制方程的求解中 ,计入流线弯曲对水流紊动

特性的影响 , 建立了垂向二维强紊动水流的曲率修正的紊流模型 , 并对溢流坝反弧段的紊流特性进行了数值模拟。

数值计算时 , 采用有限体积法离散水流的控制方程 ; 物理变量 , 如 : 压力 P、紊动参量κ、ε、γt 等 , 采用交错方

式排列 (交错网格布置) ,用 SIMPLEC算法求解离散方程。计算结果表明 , 得到的溢流坝反弧段的自由表面位置、速

度场、压力场、剪应力分布和紊动能分布与实验结果吻合良好。
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随着工程实践的发展 , 高水头、大流量水工建筑物日益增多 , 与之相关的诸如空化、空蚀等一系列高速水

力学问题日益突出。泄水建筑物的反弧段易产生负压 , 导致水流不稳定或水流空化数过低 , 反弧段由于具有自

由表面和受显著曲率壁面的影响 , 离心力和重力都不容忽视 , 形成了十分复杂的水流现象 , 高速水流流经反弧

段往往造成严重的空蚀破坏 , 是工程界极为关注的研究课题。传统的方法是以实验为主的 , 随着数值计算技术

的发展 , 数值模拟逐步成为强有力的研究手段 , 但是由于泄水建筑物流场复杂 , 并且具有不规则的几何边界及

自由水面 , 进行数值计算比较困难。以势流理论为基础采用有限元法 , 文献 [ 1 ,2 ]对于溢流坝面的流场进行了

数值分析 , 文献 [ 3 ]则研究了三维过坝水流问题 ; 随着紊流理论的发展 , 紊流模型在水力学中广泛应用 ,

文献[4 ]采用极坐标系下 k2ε的模型对反弧段紊流场进行了模拟 ; 文献[ 5 ]采用紊流模型 , 并辅以 VOF 法追踪自

由表面对淹没水跃进行了数值模拟 ; 文献[6 ]采用曲率修正的紊流模型数值模拟了“龙抬头”泄洪洞紊动水流的

水力特性。本文在前人研究的基础上 , 对标准紊流数学模型进行了改进 , 计入了流线弯曲对水流紊动特性的影

响 ; 将追踪自由表面的 VOF 法应用于曲线坐标系下水流控制方程的求解中 , 建立垂向二维的强紊动水流数学

模型。采用该数学模型对溢流坝反弧段水流的水力特性进行数值计算 , 计算结果反映了反弧段压强、剪应力、

紊动动能和自由表面等分布规律 , 为研究泄水建筑物反弧的空化、空蚀问题提供有效的手段。

1 　正交曲线网格变换

对于二维问题 , 求解下列一组 Poisson 方程实现坐标变换[5～8 ] :

ζxx +ζyy = P(ξ,η) (1)

ηxx +ηyy = Q (ξ,η) (2)

其逆变换方程为

αxξξ - 2βxξη +γxηη + J 2 ( Pxξ + Qxη) = 0 (3)
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αyξξ - 2βyξη +γyηη + J2 ( P yξ + Qxη) = 0 (4)

式中 　α= x2
η + y2

η ; β= xξxη+ yξyη; γ= x2
ξ+ y2

ξ; J = xξyη - xηyξ; x、y 为物理平面上网格节点坐标 ; ξ、η为计

算平面上网格节点坐标 ; P、Q 为调节因子 , 其作用是调整实际物理平面上曲线网格的形状及疏密程度。P、

Q 调节函数的形式将直接影响所生成曲线网格的质量 , 因此 , 控制网格分布的调节函数 P、Q 的构造就成了

网格生成技术研究的主要内容。文献[6 ]对其进行了研究 ,提出了一组新的 P、Q 函数 , 形式为

P = φ(ξ,η) / ( x2
ξ + y2

ξ) (5)

Q = ψ(ξ,η) / ( x2
η + y2

η) (6)

式中 　φ= -
xξxξξ+ yξyξξ

x2
ξ+ y2

ξ
+

xξxηη+ yξyηη

x2
η + y2

η
　; 　ψ= -

xηxηη + yηyηη

x2
η + y2

η
+

xηxξξ+ yηyξξ

x2
ξ+ y2

ξ
。

采用中心差分格式离散式 (3) 中的各阶导数 , 并代入其中 (为方便取Δξ=Δη= 1) ,整理成迭代形式的三对

角系数矩阵方程 , 采用 TDMA 计算技术求解。边界条件通常按边界值给出 , 并且在迭代过程中根据正交性β=

xξxη + yξyη= 0 的要求允许边界节点沿边界滑动 , 以保证边界处的网格正交。

2 　数值模型及计算方法

211 　正交曲线坐标系下水流控制方程

二维正交曲线坐标系下水流的控制方程为

　　连续方程

1
hξhη

5
5ξ( Uhη) +

1
hξhη

5
5η( V hξ) = 0 (7)

　　动量方程

5 U
5 t

+
1

hξhη
5

5ξ( hηU U) +
5

5η( hξV U) + V U
5 hξ
5η - V2 5 hη

5ξ =

gξ -
1

ρhξ
5 P
5ξ +

1
hξhη

5
5ξ( hησξξ) +

5
5η( hξσηξ) +σξη

5 hξ
5η - σηη

5 hη
5ξ

(8)

5V
5 t

+
1

hξhη
5

5ξ( hηUV) +
5

5η( hξVV) + UV
5 hη
5ξ - U2 5 hξ

5η =

gη -
1

ρhη
5 P
5η +

1
hξhη

5
5ξ( hησξη) +

5
5η( hξσηη) +σηξ

5 hξ
5ξ - σξξ

5 hξ
5η

(9)

式中 　ξ、η为映射平面坐标值 ; U、V 为ξ、η方向速度 ; hξ、hη为ξ、η方向拉梅系数 ; gξ、gη为ξ、η方

向单位质量力 ; σξξ、σξη、σηξ、σηη为应力项。

σξξ = 2γeff
1
hξ

5 U
5ξ +

V
hξhη

5 hξ
5η

σηη = 2γeff
1
hη

5V
5η +

U
hξhη

5 hη
5ξ

σξη = σηξ = γeff
hη
hξ

5
5ξ

V
hη

-
hξ
hη

5
5η

U
hξ

　　k2输运方程

5 K
5 t

+
1

hξhη
5

5ε( Ukhη) +
5

5η( Vkhξ) =
1

hξhη
5

5ε
γt

σk

hη
hξ

5 k
5ξ +

5
5η

γt

σk

hξ
hη

5 k
5η + Pk - ε (10)

　　ε2输运方程
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5ε
5 t

+
1

hξhη
5

5ε( Uεhη) +
5

5η( Vεhξ) =
1

hξhη
5

5ξ
γt

σε
hη
hξ

5ε
5ξ +

5
5η

γt

σε
hξ
hη

5ε
5η + C1ε

ε
k

Pk - C2ε
ε2

k
(11)

　　紊动动能产生项

Pk =σξξ
1
hξ

5 U
5ξ +

V
hξhη

5 hξ
5η +σξη

1
hη

5 U
5η +

1
hξ

5V
5ξ -

　 U
hξhη

5 hξ
5η +

V
hξhη

5 hη
5ξ +σηη

1
hη

5V
5η +

U
hξhη

5 hη
5ξ (12)

γt = Cμ·k2

ε (13)

k2ε模型中常数为 Cμ = 0109 , σk = 110 , σε= 113 , C1ε= 1144 , C2ε= 1192。

212 　正交曲线坐标系下紊流模型的曲率修正

对有流线弯曲的水流 , 有必要精确地描述紊动应力各分量的输运。为了以低廉的计算机费用考虑到各应力

分量不同的产生过程和破坏过程 , 并在一定程度上计及这些分量的输运过程 , 以标准 k2ε模型为基础的曲率修

正紊流模型便受到广泛重视。许多学者对此进行了深入研究。考虑曲率修正的方法主要有两类 : 一是修正柯莫

哥洛夫2普朗特表达式中的常数 Cμ , 使其成为合适的水流参数的函数 ; 二是修正 k 方程和ε方程中的经验常

数。在修正ε输运方程的经验常数中 , LPL 法最为典型。Launder , Priddin and Sharma[9 ]对ε方程中的常数进行

修正 , 认为它是基于含能时间尺度的紊流 Richardson 数的函数 , 耗散率ε输运方程中的系数 C2ε被修正为

- C2ε(1 - CcRir) (ε2/ k)

其中紊流 Richardson 数定义为

Rir =
k2

ε2
U
∧

r2
5 ( U

∧

r)
5 r

式中 　U
∧

为与流线相切的速度 ; r 为流线的曲率半径 ; Cc 为经验常数 , 文献 [6 ,9 ]中取为 012 ,这里仍取 012 并

用此方法计算了凹曲率面和凸曲率面紊流边界层流动 , 计算结果与试验值符合良好。

213 　控制方程的数值离散

为推导方便 , 将水流控制方程写成通用形式 :

5Φ
5 t

+
1

hξhη
5

5ξ( UΦhξ) +
1

hξhη
5

5η( VΦhξ) =
1

hξhη
5

5ξ γΦ
hη
hξ

5Φ
5ξ +

1
hξhη

5
5η γΦ

hξ
hη

5Φ
5η + SΦ (14)

式中 　γΦ为粘性系数 ; SΦ为源项 , 对于不同的Φ有不同的含义。表 1 为Φ不同时γΦ、SΦ 的表达式。

将通用微分方程 (14) 在图 1 所示的控制体积上显式积分后得

Φn +1
P = ΦP -

Δt
VOL

[ ADVΦ - DIFΦ + SΦ] (15)

式中 　ADVΦ= AcUeΦe - AwUwΦw + A nV nΦn - AsVsΦs ; DIFΦ = (γΦ)
Ae

ΔSe
(ΦE - ΦP) - (γΦ) w

Aw

ΔSw
(ΦP - Φw) + (γΦ) n

(ΦN - ΦP) - (γΦ) s
As

ΔSs
(ΦP - ΦS) ; ADVΦ、DIVΦ和 SΦ分别为通用微分方程的对流项、扩散项和源项 ; Ae、Aw 、

A n 和 Ss 为控制交界面曲线弧长 ; VOL 为控制体积。

在动量方程离散时通常用交错网格 , 将压力项从源项中分离出来。k、ε源项仍然采用线性隐式化处理 ,

采用压力迭代法求解压力场。各方程离散格式整理后如下 :
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表 1 　二维正交曲线坐标系下源项及粘性系数

Table 1 Source item and adhesion2coefficient of two dimensional orthogonal curvilinear coordinate

Φ SΦ γΦ
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1
hξ

5V
5ξ+
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1
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U
hξhη

5 hη
5ξ

5 hη
5ξ

γ+γt

V
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1
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5 P
5η -

UV
hξhη
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5ξ +
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5η +

1
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5
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5V
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2 U
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5 hη
5ξ +

1
hξhη

5
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1
hη
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V
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1
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1
hξ
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U
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V
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1
hξ
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5ξ+

V
hξhη

5 hξ
5η

5 hη
5ξ
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k

γΦ 2
1
hξ

5 U
5ξ+

V
hξhη

5 hξ
5η

2

+ 2
1
hη

5V
5η+

U
hξhη

5 hη
5ξ

2

+

1
hξ

5V
5ξ+

1
hη

5 U
5η -

V
hξhη

5 hη
5ξ -

U
hξhη

5 hξ
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2

- ε ( = Pk - ε)

γ+
γt

σk

ε C1εPk
ε
k

- C2ε
ε2

k
γ+

γt
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图 1 　正交曲线网格示意图

Fig11 Orthogonal curvilinear coordinate

动量方程 (8) 、(9)离散格式 :

Un +1
P = UP -

Δt
VOL x

[ ADVU - DIFU + S PGX + AU
Φ] + gξΔt

(16)

V n +1
P = V P -

Δt
VOL y

[ ADVV - DIFV + S PGY + A Y
Φ] + gηΔt

(17)

式中 　S PGX 为 U 方程的压力项 , S PGX =
1
ρ ( PE - PP) Ae ;

S PGY为 V 方程的压力项 , S PGY =
1
ρ ( PN - PP) An ; VOL x 、VOL y

分别为 U 控制体、V 控制体体积 ; SU
Φ、SV

Φ 为正交曲线坐标引

起的附加源项 , 当为直角坐标时为零。

压力迭代方程的离散格式 :

Pm +1 = Pm +δP (18)

Dm = AeU
m
e - AwUm

w + A nV
m
n - AsV

m
s (19)

Um +1
w = Um

w - Δt
δP

ρ(δx) w
(20)

Um +1
e = Um

e +Δt
δP

ρ(δx) e
(21)

Vm +1
n = Vm

n - Δt
δP

ρ(δy) n
(22)
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Vm +1
s = Vm

s - Δt
δP

ρ(δy) s
(23)

　　将式 (19) ～式 (23) 代入式 (18) 并令 Dn+1 = 0 , 得

δP = -
ωDm

ΔtA
ρ (24)

式中 　ω为超松驰系数 ; A =
Ae

(δx) e
+

Am

(δx) w
+

A n

(δy) n
+

As

(δy) s
。

k2ε方程 (10) 、(11) 的离散格式为

Kn +1 =
1

1 +
2 Cμk
γeff

Δt

K +
Δt
VOL

[ - ADV K + DIFK + Pk +ε] (25)

εn +1 =
1

1 + 2 C2ε
ε
k
Δt

ε+
Δt
VOL

- ADV E + DIFE + C21 PK
ε
K

+ C2ε
ε2

K
(26)

214 　自由表面的处理

采用 VOF 法追踪自由表面。VOF 法的基本思想为 : 在能够被流体通过的空间点上定义函数 F , 并定义其

在含有流体的空间点上取 1 , 不含流体的空间点上取 0。它是一个台阶函数 , 这里对其进行如下的处理 : 在离

散网格中取网格内流体体积所占该网格中能够被流体通过的空间体积的比值 , 当网格中充满流体时取 1 , 不含

流体时取 0 ; 当网格为自由表面网格时 , 流体没有充满网格 , F ∈(0 , 1) , 我们称它为流体体积函数。它是空间

点与时间的函数 , 即 F = F( x , y , z , t) ,可理解为固结在流体质点上并随流体质点一起运动的没有质量、没有

粘性的着色点的运动 , 其输运微分方程为 d F/ d t = 0 , 即

Ft + ( U ¨ F) = 0 (27)

将 F 的控制方程变换到曲线坐标系下

5 F
5 t

+
1

hξhη
5

5ξ( hηFU) +
5

5η( hξFV) = 0 (28)

　　用有限体积法将其离散为

Fn +1 = F -
Δt
VOL

[ Ae FeUe - Aw FwUw + A n FnV n - As FsVs ] (29)

式中　F 为旧时步 n 的值 , 定义在网格中心; Fn + 1为新时步 n + 1的值。Fe、Fw、Fn、Fs 的插值采用DA[5]方法。

有了网格 Fn + 1值的大小 , 根据梯度概念找出其变化率最大值所在方向即为自由表面的法线方向。在网格

中以此为法线 , 画一小平面将网格分为两部分 , 其中含流体部分的体积所占比例等于 Fn + 1 , 这个小平面就代

表该网格处的自由表面。

215 　边界条件

进口边界处速度按实测值给定 , 紊动动能和耗散率按经验公式确定 ; 出口边界按充分发展水流条件确定 ,

即物理量沿水流方向梯度为 0 ; 固壁边界处速度按无滑移条件给定 , k 和ε按壁面函数技术确定 ; 自由表面处

的边界条件为法向速度为 0 , 压力为大气压 , k 和ε的法向梯度为 0。

3 　实例分析

采用本文的数学模型计算了溢流坝单圆弧反弧段水流。边界条件根据 315 节给定 , 在计算过程中 , 采用

VOF 法追踪自由表面运动。计算的自由表面形状、压力分布、剪应力分布、紊动动能分布见图 2～图 5。
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由图 3 可见 , 反弧段由于离心力的作用 , 形成了从直线段到反弧段的最大压力断面之间的压力上升区以及

最大压力断面至反弧末端之间的压力下降区 , 与实验研究结果一致。

由图 4 和图 5 可见 , 反弧末端剪应力系数及紊动动能沿程增加 , 至反弧末端达到最大 , 亦与实验研究结果

相吻合。

4 　结　　论

本文针对水利工程中紊流现象的四大显著特点 : 强紊动性、各向异性、带有自由表面和具有复杂的几何边

界 , 采用正交曲线坐标系下曲率修正的紊流模型与流体体积 (VOF) 法相结合 ,用有限体积法对计算区域进行离

散 ,成功地模拟了溢流坝反弧段的紊流特性 ,得到了溢流坝反弧段紊流的自由表面形状、压力分布、剪应力分布、

紊动动能分布等。

实际计算表明 ,VOF 法是一种解决复杂自由水面问题的有效方法 ,它能够很好地模拟流经溢流坝反弧段上的

复杂紊流的自由水面 ;适体坐标的采用将复杂的物理区域变换成规则的计算域 ,可以很好地解决溢流坝反弧段体

型复杂的问题 ;紊流模型的曲率修正 ,计入了流线弯曲对紊流紊动各向异性的影响 ,计算精度高。本文的数学模

型 ,为泄水建筑物反弧水流的水力特性和泄水建筑物抗蚀体型的研究提供了有效的手段。该研究成果可以进一

步推广到三维水利工程问题的研究中。
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Numerical simulation of two2dimensional strong turbulence flow with free

surface in orthogonal curvilinear coordinate system

DAI Hui2chao1 ,2 , WEI Wen2li3

(11 China Yangtze River Three Gorges Project Development Corporation , Yichang 443002 , China ; 21 Hohai University , Nanjing 210098 , China ;

31 Institute of Water Conservancy and Hydraulic Engineering , Xi′an University of Technology , Xi′an 710048 , China)

Abstract : This paper is concerned with a mathematical model for two2dimensional strong turbulence flow with free surface in2
cluding the effects of streamline curvature in orthogonal curvilinear coordinate system , with which the characteristics of the tur2
bulence flow field on the ogee spillway is numerical simulated1 In the numerical simulation , the flow control equation in or2
thogonal curvilinear coordinate system is discretized by the finite volume method ; the physical parameters , pressure P , U ,

V , k , ε, γt etc1 , are arranged on a staggered grid ; the discretized equations are solved by SIMPLEC method ; and the com2
plex free surface is dealt with VOF method1 The computed results show that the velocity fields , pressure field , shear stress dis2
tribution and kinetic energy of turbulent flow on the ogee spillway are in agreement with the experimental data1

Key words : curvilinear coordinate system ; finite volume method ; free surface ; strong turbulence flow ; numerical simulation ;

volume of fluid method
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